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@ Wokét twierdzenia Lukacsa



Klasyczne twierdzenie Lukacsa (1955)

Rozktad gamma 5 5 dla s, b > 0 ma gestos¢

xs—1 e—x/b
f(x) = W’(o,m)(x)-

Twierdzenie. Niech X > 0iY > 0 beda niezalezne i
niezdegenerowane. Jesli

X
= — = Y
U X1V oraz V =X+

sa niezalezne, to istniejg state p, q, a > 0 takie Ze

X ~ 'Yp7a oraz Y ~ '7q7a.



Macierzowy rozktad Wisharta

Niech M,(R) - stozek nieujemnie okre$lonych macierzy
rzeczywistych (symetrycznych) r x r.

Rozktad Wisharta ~, , definiuje si¢ przez transformate
Laplace’a

1
e—trHX " dX —
/ﬁ,(R) o0 (0X) [det(/; + 60)]P

jesli o € M,(R) (macierze dodatnio okreslone) oraz

12 r—1 r—1
pe/\_{o,z,z,..., 5 }U( 5 ,oo).

Mowi o tym tw. Gindykina (1975).




Macierzowy rozktad Wisharta, cd

Jesli p > % to rozktad 7, , skupiony jest na M,(R) i ma
gestosc

_ [det(x)]P~ % et
= et ™)

Jesli Z;, ..., Zy sa niezalezne i maja rozktad normalny w R”
Zi~N(0,%), i=1,....N,

to
ZZ] +...+ ZnZ ~u oy Wishart (1928).



Twierdzenie Olkina-Rubina (1962)

Theorem

Niech X i'Y beda niezaleznymi macierzami losowymi o
wartosciach w,(R) oraz X + Y € MN/(R). Jesli

U=X+Y)'X(X+Y)"" i V=X+Y niezalezne,

oraz
U2 0U0T VO ortogonalnej r x r

to istnieja p,q € N i o € M,(R) takie, Ze

X~po o0raz Y ~vge.



Uogdlnienia

@ Casalis, Letac (1996) - na stozki symetryczne w algebrach
Jordana

© Bobecka, Wesotowski (2002) - dla macierzy bez
niezmienniczos$ci rozktadu U, ale z gtadkimi gestosciami

© Hassairi, Lajmi, Zine (2008) - BW z algorytmem dzielenia
definiowanym przez macierze trojkatne (rozktad
Wisharta-Riesza)

© Boutoria (2009) - BW na tzw. stozkach jednorodnych



Wersje regresyjne

Laha, Lukacs (1960):
Niech X > 0i Y > 0 niezalezne i niezdegenerowane. Jesli
istniejg state ai b takie, ze

E(XIX+Y) = a(X+Y) oraz E(X?X+Y)=b(X+ Y)?
to X ~ Yp,c oraz Y ~ Yq,c-

Wang (1981): Niech X = (X1, X2) i Y = (Y, Y2) niezalezne o
wartosciach w (0, c0)2. Jesli

E(Xi|X +Y)=a(X;+Y;) oraz E(X?|X+Y)=b(X;+ Y)>

to X'i Y maja dwuwymiarowe rozktady gamma o transformacie
Laplace’a postaci

P(51,82) = (1 — @151 — @S2 + (a1a2 — ai2)s152) P.



Regresja form kwadratowych

Letac i Wesotowski (2008): Niech v - forma kwadratowa w R" o
macierzy M, rzedu r. Niech Q, przestrzen form kwadratowych
g na R" ortogonalnych do v, tzn. (q, v) = tr My M, = 0. Niech
X iY niezalezne o wartosciach w R" i wyktadniczych
momentach. Jesli r > 2,

E(X|X+Y)=aX+Y) i YqgeQ E@QX)X+Y)=bg(X+Y).

da0<a<1ib?<a< b,toistniejg c € R", A € R takie, ze

a

Ee®X = (1—(c,s) +Av(s)) P = (E o Y>) h

dlap= al(ja:af).



© Algebra Jordana i rozktad Wisharta



Algebra Jordana

Przestrzen liniowg V nad ciatem K (R lub C) z dwuliniowym
przeksztatceniem V x V 5 (x,y) — x oy € V (produktem
Jordana) jest algebra Jordana jesli

02

Xoy=yox oraz Xxo(x OY):XOZO(XO}/)'

Przyktady:
(I) V= S(m,R) - rzeczywiste macierze symetryczne m x m

1
Xoy = é(xy—i—yx).
(I V =R x E, gdzie E przestrzen euklidesowa,

(X0, %) o (Yo, ¥) = (Xo¥o + (X, ¥), Xo¥ + YoX).



Algebra Jordana, cd

Dla V skonczenie wymiarowej definiuje sie det(x) i tr (x) jako
wspétczyniki wielomianu minimalnego elementu x € V, oraz
rank V jako maksymalny stopien wielomianéw minimalnych.

Przyktady:
() V=8mR) =

det(x) = Det(x), tr(x)= Tr(x), rankV =m.
(IMV=RxE =

det(xp, X) = x5 —||x]|?, tr(x) = x&+]||x|[? rankV =1+dimE.



Stozek symetryczny algebry Jordana

Niech V bedzie przestrzenig euklidesowg z iloczynem
skalarnym (-, -). Algebre Jordana (V, o) nazywamy euklidesowg
jesli
(xou,v)=(u,xov) Vx,uveV.
Wtedy
Q=Int{xox: xe V}

jest stozkiem symetrycznym, tzn.

(1)
Q=Q*={yeV:(x,y)>0vxecQ)\{0}}

(2) grupa G(Q2) automorfizméw Q2 dziata tranzytywnie, tzn.

Vx,yeQ 3ge G(Q): g(x)=y.



Algebry Jordana i

ich stozki symetryczne

4 Q dimV rank V d
S(mR) | My(R) | M) m 1
H(m,C) | Np(C) m? m 2
HmH) | Np(H) | m2m—-1)| m 4

R x RM-1 An n 2 n—1
H(3,0) | N3(0) 27 3 8




Rozktad Wisharta na stozku symetrycznym

Rozktad Wisharta 7, na stozku symetrycznym Q w algebrze
Jordana rzedu r definiuje sie przez transformate Laplace’a

/_ e "% (dx) = [det(e + 60)] P
Q

dla o € Q oraz p w zbiorze Gindykina

d. . d
peAV:{21,1:0,1,...,r—1}U(2(r—1),oo).

Jesli p > %(r — 1) to 7p,» jest skupiona na stozku otwartym Q i
ma gesto$¢ wzgledem miary Lebesgue’a na V postaci

_ [det X]pfg(r+1)e—tr xo—1

fx) Fa(p)det o 2%)




Rozktad Wisharta na stozkach symetrycznych, cd

Rozktad Wisharta ~, » na stozku rzeczywistych macierzy
symetrycznych, S(m, R), to standardowy obiekt klasycznej
statystycznej analizy wielowymiarowej dla p = N/2 znany od
pracy Wisharta (1928). Dla pozostatych p od pracy Olkin, Rubin
(1962).

Rozktad Wisharta na zespolonych macierzach hermitowskich,
H(m, C), badany jest od pracy Goodmana (1963) o
zespolonych wektorach gaussowskich. W szczegdlnosci fizycy,
Mehta (2004), w tym asymptotyka miar empirycznych
zadanych przez wartosci wtasne - rozktad Marchenko-Pastura.



Rozktad Wisharta na stozkach symetrycznych, cd

Rozktad Wisharta na kwaternionowych macierzach
hermitowskich H(m, H) badany jest od pracy Anderssona
(1975).

Rozktad Wisharta na stozku Lorentza badany jest od pracy
Jensena (1988).

Unifikacja w ramach teorii algebr Jordana i stozkéw
symetrycznych: Letac (1989), Massam (1994), Faraut, Koranyi
(1994).

Uogdlnienie na tzw. stozki jednorodne: Andersson, Wojnar
(2006) - rozktad hiper-Wisharta (Lauritzen), wazny w sieciach
bayesowskich (graphical models).



e Regresja form kwadratowych



Reprezentacja kwadratowa

Dla x € V definiuje sig operacje liniowg P(x)na V
P(x)y =2xo(xoy)—(xox)oy.

PP jest tzw. reprezentacjg kwadratowg w algebrze Jordana V.
Np. dla V = S(m,R) mamy

P(x)y = xyx.

{eéli k jest transformata kumulantowg dla rozktadu Wisharta na
Q, czyli k = log L gdzie L jest transformatg Laplace’a, to

k" (0) = P(K'()).

Rownos¢ ta charakteryzuje rozktad Wisharta na stozkach
symetrycznych - Letac(1989).



Charakteryzacja regresyjna rozktadu Wisharta w Q

Przypomnienie: dla x € V (przestrzen euklidesowa)
endomorfizm x ® x : V — V definiuje sie wzorem

(x®@x)y = (x,y)x.

Letac, Massam (1998): Dla dowolnych x € V niech Qi i Qo
bedg symetrycznymi endomorfizmami na V postaci

Qi(x) = P(x) + gx®x i Qo(x) =P(x) —x® xX.

Niech X i Y niezalezne o warto$ciach w Q. Niech istniejg
a, by, bo € R takie, ze

E(X|X+Y)=aX+Y) i E(Q(X)X+Y)=bQ(X+Y), i=12

Witedy X i Y majg rozktad Wisharta na 2 (o wspélnej skali o).



Regresje form kwadratowych w algebrach Jordana

Niech Ls(V) oznacza przestrzehn symetrycznych
endomorfizméw przestrzeni V. Wtedy dla dowolnego
S € Lg(V) definiujemy forme kwadratowg q;(S) na V

gi(S)(x) = trace SQ;(x), i=1,2.

Niech

Qi={qi(S): SeLs(V)}, i=1.2
Wtedy warunki regresyjne z tw. Letac-Massam mozna
przepisa¢ w postaci

E(q(X)|X+Y)=big(X+Y), VqeQi=12



Regresje form kwadratowych w przestrzeni liniowej

Letac, Wesotowski (2009), Bull. Soc. Math. France:

Tw. Przestrzen form kwadratowych Q na skorniczenie
wymiarowej przestrzeni liniowej V ma dekompozycje na sume
prosta

Q=01D...D k.

Niech X i Y niezalezne o wartosciach w V i o rozktadach
nieredukowalnych. Istniejg a € R taka, ze

EX|IX+Y)=a(X+Y)
oraz rézne liczby by, ..., by takie, ze

E(QX)|X+ Y)=bqg(X+Y), YqeQ,i=1,...,k



Regresje form kwadratowych w przestrzeni liniowej, cd

Tw. cd Wtedy 0 < a< 1, k =2 oraz na V istnieje struktura
euklidesowej algebry Jordana taka, Ze X i Y majg rozktady
Wisharta vp » i vy .- Na stozku symetrycznym Q w tej algebrze.
Przestrzenie Q4 i Qo sg rozpinane odpowiednio przez

Q
2
»
—~~
>
N—r
Il

tr (P(x)(s)s) + gtrz(xs), seV,

(S)(X) tr (P(x)(s)s) —trz(xs)7 seV.

Co wigcej

_ P p(p+1)
p+p” (p+P)Pp+p +1)

_ pp-9)
(p+pP)p+p —9)




Uwaga o dowodzie

Waznym elementem dowodu jest wynik Casalis (1991), ktéry
mowi, ze jesli funkcja wariancji V naturalnej rodziny
wyktadniczej okreslonej na skonczenie wymiarowej przestrzeni
liniowej jest jednorodna funkcjg kwadratowg, to na tej
przestrzeni istnieje struktura algebry Jordana i rodzina
wyktadnicza generowana jest przez rozktad Wisharta na stozku
symetrycznym w tej algebrze.

Nasz dowdd polega na sprowadzeniu warunkow regresiji dla
form kwadratowych do warunku rozwazanego przez Casalis, a
nastepnie na wykazaniu, ze to juz implikuje k = 2, a nastepnie
na identyfikacji przestrzeni Q1 i Qo,



Regresje form kwadratowych a struktura algebry
Jordana

Warunki regresyjne wprowadzajg w sposéb jednoznaczny
strukture Jordana w przestrzen liniowg V o wymiarze n. Liczby
a, by i by spetniajg b, < @ < by < ai wyznaczajg statg Pierce’a

(a—by)(a® — by)

d= 2(b1 —a&)(a—by)

Rzad algebry Jordana wyznaczamy z identycznosci
n=r+9r(r—1).

Konieczne jest (naturalne) zatozenie nieredukowalnosci
rozktadu X (lub Y). Miara 1 na V jest redukowalna jesli istnieje
dekompozycja V = V; @ V, oraz miary u; na V;, i = 1,2 takie,
ze u = pq ® uo. Miara jest nieredukowalna jesli nie jest
redukowalna.



Struktura przestrzeni Q11 Qo

Wygodniej badac podprzestrzenie F1 i F» przestrzeni
endomorfizméw symetrycznych F = Lg(V). lzomorfizm
Q 3 q < f € F definiuje sie przez g — (fx, x).

Tw.

1. Istnieje jedyny endomorfizm symetryczny V na F, tzn.
V e Lg(F), taki, ze

V(yoy)=Py), VyeV.

2. V spetnia réwnanie

vew) = gyoy+(1-5)E0. vyev.



Struktura przestrzeni Q11 Qo, cd

3. Przestrzenie Fi i Fo sg ortogonalne oraz F = F1 @ Fo.

4. Przestrzenie F1 i Fo g przestrzeniami witasnymi
endomorfizmu V zwigzanymi z wartosciami wtasnymi
M =1 oraz \p = 4, odpowiednio.

5. Wymiary przestrzeni F1 i F» wynosza

n(n+1)

dim F1 4+ dim Fp = 5

r(r—1) 4+2d@r—3)+d?(r—1)(r - 2)
2 2(2+d) '

dim Fp =
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