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Wstep

Rozwazamy ciag stacjonarny Xp, Xa, ..., X,aA generowany z
procesu autoregresyjnego postaci

X(i+1)A = Xipn + ,U,(X,A)A + U(X,'A)\/EEH_L i=0,...,n—1,
(1)

dla pewnego ustalonego A > 0, gdzie
m g,/ =2,...,ns3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie N(0,1),
m Xp =0,
m funkcje u(-) i o(-) sa nieznanymi funkcjami, odpowiednio:
dryfu i dyfuzji.



Wstep

Dla matych A proces (1) spetniajacy réwnanie
Xitna — Xin = p(Xin)A + o(Xin)VDejt1, i=0,...,n—1,
jest aproksymacja procesu It6

dY; = u(Ye) dt + o(Yy) dW,, t >0,

gdzie

m W; to proces Wienera okreslony na przedziale [0, c0),

] Wo =0.
Warunki na zbiezno$¢ s3 podane n.p. w ksigzce Numerical Solution
of Stochastic Differential Equations. Kloaden, P., Platen, E..



W dalszej czesci piszemy X; zamiast X;a.
Zaktadamy ze proces (1) X; spetniajacy réwnanie

Xiy1 — Xi = ,LL(X,')A + O'(X,')\/Z€,’+1, i=0,...,n—1,

ma reprezentacje:
X,' = J(. - ,8,'_1,&?,'),

dla pewnej funkcji mierzalnej J, co implikuje ergodycznosé
procesu (a wiec réwniez stacjonarnosc).



Estymacja funkcji dyfuzji

Definicja (Estymator Stantona, 1997)

Sy ZPKn(Xi — x)
ZI 1 Kh( _X)

52(x) =

gdzie
mZ = A_l/z(Xi+1 — X,'),
m h = h(n) jest wspdtczynnikiem wygtadzajacym (h — 0 przy
n— 00),
m K jest gestosdcig prawdopodobienstwa,
m Kp(u) == h"1K(u/h),



Estymacja funkcji dyfuzji

Zauwazmy, ze
E(Z?|Xi = x) = B(A™ (Xig1 — Xi)?|Xi = x) =

ATYE{[u(X) + o(X)VAgi11]2 X = x} = Ap?(x) + o?(x).

Estymator Stantona przybliza wiec wielko$¢
Ap?(x) +0%(x)

a nie wielko$¢ o2(x).



Estymacja funkcji dyfuzji

Przyjmijmy nastepujace zatozenia:

 and o s3 dwukrotnie rézniczkowalne w otoczeniu x i
spetniajg warunek Lipshitza na R,

f- jest ograniczona i spetnia warunek Lipshitza na R,
infycr o(y) > 0 i gestos¢ stacjonarna f(x) > 0,
K jest symetryczng i ograniczona gestoscia
prawdopodobienstwa i ma zwarty nosnik,
nhd — C >0,
@ | X; — X!|| = O(r') dla pewnego 0 < r < 1, gdzie
X! = J(...,e_1,€0,€i) i g jest niezalezng kopig &g.



Estymacja funkcji dyfuzji

Twierdzenie (rozktad asymptotyczny estymatora Stantona)
Zatézmy ze spetnione sg warunki (1)-(5). Wéwczas

VARIB2(x) — 02(x) — DpE(x)] & N (\/ECW, %) ,

gdzie
a v(x) = BRu(x)o (Bt + (24, — Do) | K2(v)dv,
m C, = [VZ2K(v)dv - [f'(x)w'(x) + %f(x)w”(x)]/f(x),
B w(x) = Ap?(x) + o?(x).



Metody reprébkowania

Konstrukcja punktowych asymptotycznych przedziatéw ufnosci
dla funkcji 0(-) w oparciu o rozktad asymptotyczny jest
bardzo trudna z uwagi na wystepowanie nieznanych funkgcji
u(-) oraz o®(-) w asymptotycznym obciazeniu i wariancji.

Mozna skonstruowaé przedziaty ufnosci przy uzyciu metod
reprobkowania.

Celem reprébkowania jest generacja pseudopréb o
witasciwosciach podobnych do oryginalnej préby Xi, ..., X,.



Metody reprobkowania- Bootstrap autoregresyjny

Autoregression bootstrap

X{ = X1,
X = Bp(X) + X +6(X)er VA, i=1,...,n =1,

gdzie:
m ji(-) i (-) s3 pewnymi wstepnymi estymatorami u(-) i o(+).
m {ef,i=2,...,n} s prébkowane z rozktadu N(0,1) lub ze
studentyzowanych rezyduéw postaci

{(Xi+1 — (X)) — Xi) i1 n}
SOV , ., ny.




Metody reprébkowania- Bootstrap par (pair bootstrap)

Przypomnijmy ze funkcja o?(-) moze by¢ traktowana jako
aproksymacja funkgcji regresji dla danych {(X;, Z;),i =1,...,n},
gdzie Z; = A~Y2(Xi11 — X)).

Pair bootstrap
{(XNH ZN,-)a i = 1, e, N — 1},
gdzie

m Ny, ..., N, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie jednostajnym na {1,...,n— 1}.



Metody reprobkowania- Subsampling

Subsampling
Bloki danych B,"b = (X,'A, o 7X(i+b71)A)v

dlai=1,...,n— b+ 1 s3 prébami wielkosci b z oryginalnego
procesu.



Metody reprobkowania- Subsampling

Niech 62,(x) oznacza est. Stantona obliczony na podstawie B, p.

Iy
Zatézmy ze spetnione sa warunki (1)-(5) oraz ze nh,/bhp — o0
przy n/b — oco. Wowczas

Theorem

P{v/nhs[8%(x) = o%(x) = ApP(x)] < enp(l — @)} = 1 -,

gdzie

B ¢, p(1 — @) oznacza kwantyl empiryczny rzedu (1 — )

rozktadu M[ﬁﬁb(x) - 6%(x)]



Metody reprobkowania- Subsampling

Stad wyznaczamy przedziat ufnosci (uwaga: dla wielkosci
02(x) + Api2(x)).

Bootstrapowy przedziat ufnosci

(6200 +10) = 108211 02(), 5201+ 1) = 162, ()],

gdzie
B ) = (bhb/nhn)1/2

[ 6%’i’a(x) jest kwantylem empirycznym rzedu « est. 6%b(x).



Wyniki symulacji

W symulacjach rozwazamy procesy ciggte opisane stochastycznymi
réwnaniami rézniczkowymi.

Model Vasicka

dX; = k(o — Xo)dt + odW,, t>0, k>0,

Model CIR
dX; = k(o — Xp)dt + o/ XedWs, t>0 2ra > o2

Dla powyzszych modeli znana jest gestos$¢ przejscia, co
umozliwia generacje doktadnej trajektorii proceséw.



Wyniki symulacji- wyznaczenie optymalnej dtugosci bloku

Zakfadamy, ze dtugos¢ bloku b — oo oraz % — 0 przy n — oo.

Problem

Jak wyznaczy¢ bopt = bopt(n)?

Chcemy znalez¢ zalezno$é funkcyjng miedzy bgp: i n dla modeli
Vasicka i CIR.



Wyniki symulacji- wyznaczenie optymalnej dtugosci bloku

Dla danego n wyznaczamy (bopt, min, bopt,max), tak aby
(1 = cvnom) — (1 — cvact)| < 0.03.

Actual confidence levels for 3 points (n=2000)
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Wyniki symulacji- wyznaczenie optymalnej dtugosci bloku

Dla n =500, 750, . ..,2000 wyznaczamy (bopt,min, Popt,max),
tworzac obszary dla modelu Vasicka oraz modelu CIR.
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Wyniki symulacji- wyznaczenie optymalnej dtugosci bloku

Powstaje wspdlny obszar dla dwdch modeli, wraz z dopasowana
krzywa log(bopt) = 0.86 log(n) — 1.01.
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Wyniki symulacji- przedziaty ufnosdci dla modelu

Medians of upper and lower endpoints of Cls
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Wyniki symulacji- przedziaty ufnosci dla modelu Vasicka

Tabela: Prawdopodobienstwa pokrycia oraz $rednie dtugosci przedziatéw
dla 3 metod reprébkowania dla modelu Vasicka(l — o = 0.8).

Autoregression  Pair bootstrap  Subsampling
bootstrap
n = 1000
gos 0.78 (0.2) 0.78 (0.18) 0.81 (0.26)
gos 0.76 (0.19) 0.81 (0.17) 0.8 (0.25)
qos  0.77 (0.2) 0.79 (0.17) 0.8 (0.26)
n = 1500
Gos 0.77 (0.15) 0.73 (0.13) 0.8 (0.19)
qos 0.77 (0.15) 0.73 (0.13) 0.8 (0.19)
gos 0.78 (0.15) 0.74 (0.13) 0.79 (0.19)
n = 2000
qoa  0.79 (0.13) 0.71 (0.12) 0.81 (0.16)
gos 0.77 (0.12) 0.74 (0.11) 0.82 (0.15)
gos 0.78 (0.13) 0.74 (0.12) 0.81 (0.16)




Tabela: Prawdopodobienstwa pokrycia oraz Srednie dtugosci przedziatéw

Wyniki symulacji- przedziaty ufnosci dla modelu CIR

dla 3 metod reprébkowania dla modelu CIR(1 — a = 0.8).

Autoregression  Pair bootstrap  Subsampling
bootstrap
n = 1000
qos 0.77 (0.32) 0.76 (0.28) 0.81 (0.40)
gos 0.76 (0.36) 0.76 (0.33) 0.81 (0.47)
gos 0.76 (0.34) 0.76 (0.4) 0.78 (0.56)
n = 1500
Ggosa 0.78 (0.24) 0.77 (0.22) 0.8 (0.30)
qos 0.77 (0.28) 0.76 (0.26) 0.79 (0.34)
gos 0.76 (0.33) 0.75 (0.31) 0.77 (0.41)
n = 2000
qo.a 0.79 (0.21) 0.77 (0.19) 0.81 (0.25)
qgos 0.76 (0.24) 0.77 (0.22) 0.78 (0.29)
qos 0.77 (0.29) 0.75 (0.27) 0.78 (0.35)




Wyniki symulacji- przedziaty ufnosci dla danych SP500

Cls for unknown volatility function for SP500 data
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