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Definicja

Rozkład wektora losowego X = (X1, . . . ,Xd) nazywamy α-stabilnym, jeżeli dla
dowolnego n  2 istnieje α ∈ (0, 2] i wektor a(n) takie, że

X (1) + X (2) + . . .+ X (n) d= n1/αX + a(n),

gdzie X (1),X (2), . . . ,X (n) są niezależnymi kopiami X .
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Definicja
Wektor losowy X ma rozkład α-stabilny subgaussowski, jeżeli jego funkcja
charakterystyczna ma postać

ŝd,α(t) = exp(−(t′Σt)
α
2 ), t ∈ IRd , α ∈ (0, 2),Σ � 0.

Oznaczenie X ∼ Sd,α(Σ).

Σ = σ21 - rozkład sferycznie niezmienniczy.

Σ = [σij ]i,j=1,...,d – macierz dyspersji.

Uwaga

Wektor X ∼ Sd,α(Σ) ma przedstawienie

X =
√
WZ ,

gdzie W ∼ Sα/2(2(cosπα/2)2/α, 1, 0) oraz Z ∼ N(0,Σ), W i Z niezależne.
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Poruszane problemy

Nie istnieje jawna postać funkcji gęstości sd,α,Σ(x), x ∈ IRd .
Funkcję gęstości można przedstawić jako

sd,α,Σ(x) = | det Σ|−1/2qd,α(|Σ−1/2x |), x ∈ IRd .

Funkcja qd,α(r) jest znana z przypadku sferycznie niezmienniczego (Uwaga
α ∈ [1, 2]).

Problem główny: estymacja α i Σ.
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Próba

Przez X = (x (1), . . . , x (n)), gdzie x (i) = (x (i)
1 , . . . , x

(i)
d )′, i = 1, . . . , n,

oznaczamy próbę z rozkładu Sd,α(Σ).

Lemat

Niech X ∼ Sd,α(Σ) oraz t ∈ Sd−1 jest dowolnym wektorem. Wtedy
〈t,X 〉 ∼ Sα(σ(t)), gdzie σ(t) = (t′Σt)1/2.

Wniosek

Niech ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)′ ∈ Sd−1, i = 1, . . . , d. Wtedy

σij =
σ2(ei + ej)− σ2(ei − ej)

4
, i , j = 1, . . . , d .
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Lemat

Estymator dla σ(t) ma postać

σ̂(t) = c(α, n)
n∏
k=1

|t′x (k)|1/n,

gdzie

c(α, n) =
( 2
π

sin
π

2n
Γ(1/n)Γ(1− 1/(nα))

)n
.

Wniosek
Estymator dla σij ma postać

σ̂ij =
σ̂2(ei + ej)− σ̂2(ei − ej)

4
.

Uwaga

Estymator σ̂ij rzadko zwraca macierz dodatnio określoną.
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Konstrukcja

Wygenerować próbę U = (u(1), . . . , u(n)) złożoną z wektorów losowych o
rozkładzie jednostajnym na sferze Sd−1.

Dla k = 1, . . . , n na podstawie próby (〈u(k), x (1)〉, . . . , 〈u(k), x (n)〉)′
oszacować α za pomocą estymatora jednowymiarowego α̂k .

Obliczyć α̂ = 1
n

∑n
k=1 α̂k .
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Specjalna postać macierzy Σ

W dalszej części rozważamy specjalną postać macierzy dyspersji

Σ =

 σ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . σd


Dla skrócenia zapisu używać będziemy oznaczenia

σ = (σ1, . . . , σd).

Estymator dla σi , i = 1, . . . , d ma wtedy postać

σ̂i = c−2(α, n)
n∏
k=1

|x (k)
i |
2/n.
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Własności estymatora σ̂i
Estymator σ̂i , i = 1, . . . , d , ma przedstawienie

σ̂i = σ2NZ (x (·)
i ),

gdzie σNZ jest nieobciążonym estymatorem Zolotareva dla parametru skali
rozkładu sferycznie niezmienniczego oraz posiada własności

E σ̂i = σi
f (n,α)
f (2n,α)

> σ2i ,

Var σ̂i = σ2i
f 2(n/2,α)−f 2(n,α)

f 2(2n,α)
,

R (σ̂i ) = σ2i

[
f 2(n/2,α)

f 2(2n,α)
− 2 f (n,α)

f (2n,α)
+ 1
]
,

E σ̂ki = σki (f (n/k, α)/f (2n, α))k ,

gdzie f (z , α) = 4
exp(2CE (1/α−1))

(
Γ(1−2/(zα))Γ(1/2+1/z)

Γ(1−1/z)
√
π

)
.
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[
f 2(n/2,α)

f 2(2n,α)
− 2 f (n,α)

f (2n,α)
+ 1
]
,

E σ̂ki = σki (f (n/k, α)/f (2n, α))k ,

gdzie f (z , α) = 4
exp(2CE (1/α−1))

(
Γ(1−2/(zα))Γ(1/2+1/z)

Γ(1−1/z)
√
π

)
.
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Estymator dla α

Niech Σ0 = c2(α, n)Σ =

 σ01 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . σ0d

 .
Estymator dla σ0i , i = 1, . . . , d ma wtedy postać

σ̂0i =

n∏
k=1

|x (k)
i |
2/n.

Tworzymy nową próbę Z = (z (1), . . . , z (n)), gdzie
z (j) = Σ

−1/2
0 x (j), j = 1, . . . , n.
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Uwaga

Wektor losowy Z = Σ
−1/2
0 X ma rozkład α–stabilny sferycznie niezmienniczy z

indeksem α.

Estymator dla α

Niech yi = ln |z (i)|, i = 1, . . . , n oraz s2y = (n − 1)−1
n∑
i=1

(yi − y)2.

Wielowymiarowy estymator Zolotareva dla indeksu α ma postać

αdZ =
1√

max
{
1
4 ,
6
π2
s2y + Bd

} ,
gdzie

Bd =
1
4
− 3

2π2
ψ
′
(d/2).
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Wprowadzenie

Oznaczenie θ = (α, σ) ∈ [1, 2]× IRd+.

Metoda największej wiarygodności oparta jest na poszukiwaniu

θNW ∈ argmax
θ∈Θ
sθ(X ),

gdzie sθ(X ) =
n∏
j=1

| det Σ|−1/2qd,α(|Σ−1/2x |) jest funkcją wiarygodności,

W miejsce sθ(X ) możemy rozważać logarytm wiarygodności

L(θ,X ) = ln sθ(X ) = −n
d∑
j=1

lnσj +

n∑
k=1

ln qd,α(rk),

gdzie rk =

√∑d
j=1(x

(k)
j )2/σj , ponieważ

argmax
θ∈Θ
sθ(X ) = argmax

θ∈Θ
L(θ,X ).

.
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Wprowadzenie
Gradient logarytmu wiarygodności oznaczamy przez

5L(θ) =
(
∂

∂α
L(θ),

∂

∂σ
L(θ)

)
.

Równaniem wiarygodności nazywamy

5L(θ) = 0.

Nie znamy mocy zbioru {θ : argmax
θ∈Θ
sθ(X )}.

Zamiast poszukiwać θNW rozwiązujemy równanie wiarygodności
zmodyfikowaną metodą Newtona, tworząc θENW .

Jako punkt startowy proponujemy θ0 = ([αdZ ]1,2, σ̂).

Zamiast Hessianu L(θ) użyjemy macierzy informacji Fishera I (θ).
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Definicja estymatora
Jenokrokowy ENW–estymator

θENW = ([θENW (α)]1,2, [θENW (σ)]0,∞),

gdzie

(θENWα), θENW (σ)) = θ0 +
1
n
5L (θ0)I (θ0)

−1

oraz I (θ) to macierz informacji Fishera.
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