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1 Motywacja

Dane (x1; y1); :::; (xn; yn)

I grupa

� Wyznaczýc regresj ¾e (II rodzaju) zmiennej y wzgl ¾e-
dem x

II grupa

� Wyznaczýc regresj ¾e (II rodzaju) zmiennej x wzgl ¾e-
dem y

Student z grupy II:



y = �x+ �

Po przekszta÷ceniu:

x = 1
�y �

�
�

potraktowa÷jako regresj ¾e zmiennej x wzgl ¾edem y:

Pytanie: Kiedy takie post ¾epowanie jest uzasadnione?

Odpowied́z: Wtedy i tylko wtedy gdy punkty

(x1; y1); :::; (xn; yn) le·z ¾a na prostej.



Prosta regresji y wzgledem x metoda NK

Prosta regresji x wzgledem y metoda NK



Prosta regresji metoda TNK



2 T÷o

y - zmienna objásniana (response variable)

x1; :::; xk - zmienne objásniaj ¾ace, regresyjne (explanatory
variables)

y = f(x1; :::; xk) f =?

Wiedz ¾ac, ·ze f 2 C

� Wyznaczýc f w sposób eksperymentalny.

� W modelu eksperymentalnym uwzgl ¾edníc b÷¾edy po-
miaru wartósci zmiennych.



2.1 Model I

f 2 L (klasa funkcji liniowych)

n zestawów wartósci zmiennych x1; :::; xk :

x(1) = (x
(1)
1 ; :::; x

(1)
k )

............................. (bez b÷¾edów pomiarowych)

x(n) = (x
(n)
1 ; :::; x

(n)
k )

y = (y1; :::; yn)
T

X =

26666664
x(1)

.

.

..
x(n)

37777775 ; y =

26666664
y1
.
.
..
yn

37777775



Uk÷ad równań liniowych

X� = y (1)

� y 2 R(X) i r(X) = k

+

uk÷ad (1) zgodny i oznaczony

� Równanie (1) prowadzi do rozwi ¾azania

f(x1; :::; xk) =
Pk
i=1�ixi

(xi- i-ta kolumna macierzy X)



2.2 Model II

f 2 L

wartósci x1; :::; xk mierzone bez bl ¾edu

wartósci y obarczone b÷¾edem (niesystematycznym, jed-
norodnym)

� Zwykle n > k

Na ogó÷uk÷ad X� = y nie jest zgodny

Zamiast tego rozwi ¾azujemy

X� =ey (2)

gdzie ey taki aby



1� uk÷ad (2) zgodny

2� jjey � yjj2 minimalna
Zasada najmniejszych kwadratów

[ordinary least squares (OLS)]

Problem sprowadza si ¾e do uk÷adu

X� = PXy (3)

PX : Rn 7! Rn

"

Operator rzutu ortogonalnego na R(X)

Jésli uk÷ad (3) oznaczony to jego rozwi ¾azanie

jest JNLN estymatorem wektora �:



2.3 Model III

x1; :::; xk - mierzone z b÷¾edem (niesystem. jednor.)

y - mierzona z b÷¾edem (niesystem. jednor.)

np. x - temp. �C

y - poziom opadów atm. l
m2

·Zeby wyznaczýc zale·znóśc y od x1; :::; xk

rozwi ¾azujemy uk÷ad

fX� =ey (4)

gdzie fX i ey dobieramy tak aby



1� Uk÷ad (4) zgodny

2�
������fX�X;ey � y������

F
minimalna

jjAjjF :=
q
tr(ATA) - norma Frobeniusa

Zasada totalnie najmniejszych kwadratów

[total least squares (TLS)]

Pytanie: Po co deformowác macierz X skoro wystarczy
zdeformowác wektor y ·zeby otrzymác uk÷ad zgodny?

mineX;ey:ey2R( eX)
������fX�X;ey � y������

F
� miney:ey2R(X) jjey � yjj2

(wystarczy po÷o·zýc fX = X).

Uwaga: Problem TLS mo·ze nie miéc rozwi ¾azania



Przyk÷ad

X =

"
1 0
0 0

#
, y =

"
0
1

#

fX" =
"
1 0
0 "

#
:

"
1 0
0 "

#
� =

"
0
1

#

������fX" �X;ey � y������
F
=

�����
�����
"
0 0
0 "

#
;

"
0
0

#�����
�����
F

= "

mineX;ey:ey2R( eX)
������fX�X;ey � y������

F
= 0

Ale

jjA;bjjF = 0() A = 0 i b = 0

czyli fX = X i ey = y: Jednak
X� = y sprzeczny.



Dot ¾ad:

Numeryczna algebra liniowa:

Sabine Van Hu¤el

Jaki model statystyczny dla problemu III?

X� = y : X i y nieobserwowalne (5)

obserwowalne:

fX = X+ E : E(E) = 0; Cox(D �) = �Inkey = y + e : E(e) = 0; Cov(e) = �In

Interesuje nas estymacja wektora parametrycznego � w
modelu (5).



3 Narz ¾edzia algebraiczne

Rozk÷ad spektralny macierzy C 2 Rm�n [spectral
decomposition]

UTCV = � =diag(�1; :::; �p)

�1 � ::: � �p � 0; p = min(m;n)

U = [u1; :::;um] ortogonalna

V = [v1; :::;vn] ortogonalna

�i - i-ta wartóśc spektralna, i = 1; :::; p

vi - prawostronny wektor w÷asny: Cvi = �iui

ui - lewostronny wektor w÷asny: CTui = �ivi

(�i;ui;vi) - trójka spektralna,



zawiera ca÷¾a informacj ¾e o C (w dogodnej formie)

Dekompozycja dwójkowa [dyadic decomposition]

Wprowadzamy r :

�1 � ::: � �r > �r+1 = ::: = �p = 0

C = Ur�rVTr =
Pr
i=1 �iuiv

T
i

gdzie

Ur = [u1; :::;ur]

�r = diag(�1; :::; �r)

Vr = [v1; :::;vr]

jjCjj2F =
mX
i=1

nX
j=1

c2ij = �
2
1 + :::+ �

2
r

jjCjj2 = sup
y 6=0

jjCyjj2
jjyjj2

= �1:



Przeformu÷owanie problemu (4) TLS:

X� t y

X�� y t 0

[X;y][�T ;�1]T t 0

Twierdzenie (Eckart-Young-Mirsky). NiechC =
Pr
i=1 �iuiv

T
i

b ¾edzie dekompozycj ¾a dwójkow ¾a macierzy C a Ck :=Pk
i=1 �iuiv

T
i dla k < r: Wówczas

min
fD:r(D)=kg

jjC�Djj2 = jjC�Ckjj2 = �k+1,

min
fD:r(D)=kg

jjC�DjjF = jjC�CkjjF =
rXr

i=1
�2i .

Eckart&Young (1936) dla jj�jjF

Mirsky (1960) dla normy jj�jj2 :



4 Model regresji stochastycznej

� i � - zmienne losowe zwi ¾azane zale·znósci ¾a

� = �+ �� dla pewnego �; �: (6)

Za÷o·zenie: � i � podlegaj ¾a zak÷óceniom. Obserwujemy

X = � + U

Y = � + V , gdzie U i V pe÷ni ¾a rol ¾e b÷¾edów losowych.

(X1; Y1); :::; (Xn; Yn) - próba dwuwymiarowa prosta

Xi = � + Ui (7)

Yi = �+ �� + Vi

(Ui; Vi) - niezale·zne wektory losowe z w. ocz. zero

�U;V =

"
�2u �uv
�uv �2v

#



Parametry b ¾ed ¾a identy�kowalne jésli �uv = 0 a
�2u
�2v
znane,

np. = 1:

Warunki (6)-(7) prowadz ¾a do modelu"
Xi
Yi

#
� N

0@" ��
�+ ���

#
;

24�2� + �2u ��2�
��2� �2�2� + �

2
u

351A
(8)

i = 1; :::; n:

Uwaga: Wnioskowanie w modelu (8), nie jest ÷atwe.

Interesuje nas � (inne parametry zak÷ócaj ¾ace)

Elementarne podej́scie 7�!Fuller (1987). Metoda NW.

Ortogonalna transformacja parametrów w celu eliminacji
parametrów zak÷ócaj ¾acych:

Barnett (1967), Wong (1989).

Rozwi ¾azanie: b� =
s2Y�s

2
X+

q
(s2X�s

2
Y )
2+4sXY

2sXY
; o ile

sXY 6= 0:



5 Regresja liniowa ze zmiennymi de-

terministycznymi przy zak÷óceni-

ach gaussowskich

x i y - deterministyczne, zwi ¾azane relacj ¾a

y = �+ �x, dla pewnych �; � 2 R: (9)

Obserwujemy

X = x+ U; (10)

Y = y + V:

(U; V ) - jak wy·zej (niezale·zne, o standaryzowanych rozk÷adach
normalnych)

(X1; Y1); :::; (Xn; Yn) - próba prosta z rozk÷adu (10),
zale·znego od nieobserwowalnych (xi; yi), i = 1; :::; n



Zadanie: Estymacja (xi; yi); i = 1; :::; n:

Rozwi ¾azanie:

b� =
s2Y � s

2
X +

q
(s2X � s

2
Y )
2 + 4sXY

2sXY
, o ile sXY 6= 0:

b� = Y � b�X;
bxi =

Xi +
b�2X + b�(Yi � Y )
1 + b�2 , i = 1; :::; n:

byi = b�bxi, i = 1; :::; n:
by = Y + b�

0@X + b�2X + b�(Y � Y )
1 + b�2 �X

1A :

Uwaga: Rozwi ¾azania otrzymane dla regresji stochasty-
cznej i deterministycznej pokrywaj ¾a si ¾e prost ¾a y = �+�x
dobran ¾a do punktów obserwacji metod ¾a totalnie najm-
niejszych kwadratów (TLS).
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