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Opis modelu

Zaªó»my »e {Xt}t∈Z jest caªkowicie niedeterministycznym, stacjonarnym
drugiego rz¦du szeregiem czasowym o warto±ci oczekiwanej równej zero.
Na mocy twierdzenia Wolda otrzymujemy, »e

Xt =
∞∑
j=0

ψjεt−j , ψ0 = 1,

gdzie
∑∞

j=1 ψ
2
j <∞, a {εt}t∈Z jest biaªym szumem (nieskorelowany ci¡g

zmiennych losowych o warto±ci oczekiwanej równej zero i sko«czonej
wariancji).
Ponadto, zakªadamy tak»e, »e proces {Xt}t∈Z jest procesem odwracal-
nym, czyli z modelu AR(∞)

Xt =
∞∑
j=1

φjXt−j + εt , φ0 = 1,

gdzie
∑∞

j=1 φ
2
j <∞.
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Opis modelu, c. d.

Przyjmijmy dalej, »e biaªy szum {εt}t∈Z jest procesem z modelu
GARCH(r , s) to znaczy

εt = σtξt ,

σ2t = α0 +
r∑

i=1

αiε
2
t−i +

s∑
i=1

βiσ
2
t−i ,

gdzie {ξt}t∈Z jest ci¡giem i. i. d. o warto±ci oczekiwanej równej zero
i wariancji Eξ2 = 1.
Oczywi±cie, musimy zaªo»y¢, »e speªnione s¡ odpowiednie warunki na
wspóªczynniki α0, α1, ..., αr , β1, ..., βs gwarantuj¡ce stacjonarno±¢ dru-
giego rz¦du procesu {εt}t∈Z. Takim warunkiem wystarczaj¡cym jest,
aby

r∑
i=1

αi +
s∑

i=1

βi < 1, α0 > 0, αi  0, β  0.
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Opis modelu, c. d.

Nast¦puj¡ce twierdzenie (Berkes, Horvath, Kokoszka, 2003) daje nam
mo»liwo±¢ przedstawienia szeregu {εt}t∈Z w postaci modelu ARCH(∞).

Twierdzenie

Je±li E log σ20 <∞, to

σ2t = c0 +
∞∑
i=1

ciε
2
t−i , dla ka»dego t,

z prawdopodobie«stwem 1.

W dalszym ci¡gu, w schemacie bootstrapu sitowego b¦dziemy aproksy-
mowa¢ model GARCH(r , s) ci¡giem modeli ARCH(q), gdzie q = q(n)
jest ci¡giem zbie»nym do ∞ przy n→∞.
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Zaªo»enia

Niech Ft oznacza σ-algebr¦ generowana� przez {εi}ti=−∞.

(A1') Xt =
∑∞

j=0 ψjεt−j , ψ0 = 1, t ∈ Z, gdzie {εt}t∈Z jest ci¡giem sta-

cjonarnym i ergodycznym oraz E (εt |Ft−1) = 0, E (ε2t |Ft−1) = σ2ε <∞,
E |εt |s <∞ dla pewnego s  4.
(A2) Ψ(z) =

∑∞
j=0 ψjz

j jest oddzielona od zera dla |z | ¬ 1 oraz∑∞
j=0 j

r |ψj | <∞ dla pewnego r ∈ N.

(B) Ci¡g p = p(n)→∞, p(n) = o
(

( n
log n

)
1

2r+2

)
, Φ̂p = [φ̂1,n, ..., φ̂p,n]T

wektor estymatorów parametrów modelu AR(p) b¦d¡cych rozwi¡zania-
mi równa« Yule-Walkera

Γ̂pΦ̂p = γ̂p,

gdzie Γ̂p = [γ̂(i − j)]pi,j=1, γ̂p = [γ̂(1), ..., γ̂(p)]T , a γ̂(·) jest próbkow¡
funkcj¡ autokowariancji

γ̂(j) =
1

n

n−j∑
t=1

(Xt − X n)(Xt+j − X n).
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Zaªo»enia, c. d.

(G1) {ξt}t∈Z jest ci¡giem i. i. d. o warto±ci oczekiwanej równej zero
i wariancji Eξ20 = 1 oraz Eξ80 <∞ .
(G2) Wspóªczynniki α0, α1, ..., αr , β1, ..., βs modelu GARCH(r , s)
szeregu czasowego {εt}t∈Z speªniaj¡ warunki

r∑
i=1

αi +
s∑

i=1

βi < 1, α0 > 0, αi  0, β  0.

(G3) Eε8t <∞ .
W pacy (Basrak B., Davis R.A., Mikosch T. (2002)) zostaª podany
warunek wystarczaj¡cy aby bylo speªnione zaªo»enie G3.
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Zaªo»enia, c. d.

(G4)
∑∞

j=1 jcj <∞ .

(G5) q = q(n), q = o((n/ log n)1/2) oraz Ĉq = (ĉ1,n, ..., ĉq,n)T speªniaj¡
empiryczne równania Yule-Walkera, tzn.

Γ̂
ε̂2,q

Ĉq = γ̂
ε̂2,q

,

gdzie Γ̂
ε̂2,q

=
[
γ̂
ε̂2

(i − j)
]q
i,j=1

, γ̂
ε̂2,q

=
(
γ̂
ε̂2

(1), ..., γ̂
ε̂2

(q)
)T

, a γ̂
ε̂2

(·) jest

próbkow¡ funkcj¡ autokowariancji, tzn.

γ̂
ε̂2

(j) =
1

n − p

n−|j|∑
t=p+1

(
ε̂2t,n − ε̂2

)(
ε̂2t+|j|,n − ε̂2

)
gdzie ε̂2 = 1

n−p
∑n

t=p+1 ε̂
2
t,n, a ε̂t,n s¡ oszacowaniami obserwacji εt .
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Zaªo»enia, c. d.

Uwaga

Zaªo»enia (A1'), (A2), (G1)- (G5) pozwalaj¡ nam rozwa»a¢ modele
ARMA(p, q) + GARCH(r , s), które mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej
formie

Xt =

p∑
i=1

φiXt−i +

q∑
i=1

θiεt−i + εt ,

εt = σtξt ,

σ2t = α0 +
r∑

i=1

αiε
2
t−i +

s∑
i=1

βiσ
2
t−i .
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Bootstrap sitowy - algorytm

W podanym poni»ej algorytmie konstrukcji replikacji bootstrapowych me-
tod¡ sita wykorzystujemy dwie procedury aproksymacji przybli»aj¡c mo-
del AR(∞) ci¡giem modeli AR(p) sko«czonego rz¦du p = p(n) (Zaªo»e-
nie (B)) oraz aproksymuj¡c model GARCH(r , s) biaªego szumu ci¡giem
modeli ARCH(q), q = q(n).

Krok 1. Wybieramy rz¡d aproksymacji p = p(n), wykorzystuj¡c odpowie-
dnie kryterium informacyjne np. kryterium informacyjne FPE w przedzia-
le [0, pmax(n)], gdzie pmax(n) = 10 log10(n) (standardowa warto±¢ w pakie-
tach statystycznych).
Krok 2. Wyznaczamy estymatory residuów

ε̂t,n = Xt −
p∑

j=1

φ̂j,nXt−j , t = p + 1, ..., n.

Krok 3. Centrujemy estymatory residuów

ε̃t,n = ε̂t,n −
1

n − p

n∑
t=p+1

ε̂t,n, t = p + 1, ..., n.
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Bootstrap sitowy - algorytm, c. d.

Krok 4. Wybieramy rz¡d aproksymacji q = q(n), wykorzystuj¡c odpowie-
dnie kryterium informacyjne np. kryterium informacyjne FPE w przedzia-
le [0, qmax(n)], gdzie qmax(n) = 10 log10(n).
Krok 5. Estymujemy wspóªczynniki c0, c1, ..., cq modelu ARCH(q) wyko-
rzystuj¡c scentrowane residua{ε̃t}nt=p+1. Estymatory ĉ0,n, ĉ1,n, ..., ĉq,n mo-
g¡ by¢ wyznaczone metod¡ Yule-Walkera.
Krok 6. Wyznaczamy residua

ξ̂t,n =
ε̃t,n
σ̂t

, t = p + q + 1, ..., n,

gdzie

σ̂2t = ĉ0,n +

q∑
i=1

ĉi,n ε̃
2
t−i,n.
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Bootstrap sitowy - algorytm, c. d.

Krok 7. Centrujemy residua

ξ̃t,n = ξ̂t,n −
1

n − p − q

n∑
t=p+q+1

ξ̂t,n, t = p + q + 1, ..., n.

oraz losujemy ze zwracaniem replikacje ξ∗t z rozkªadu o dystrybuancie

F̂ξ,n(u) =
1

n − p − q

n∑
t=p+q+1

1{ξ̃t,n ¬ u}.

Krok 8. Wyznaczamy bootstrapowe replikacje ε∗1, ..., ε
∗
n z równo±ci

ε∗t = σ̂tξ
∗
t .

Krok 9. Generujemy bootstrapowe obserwacje

X ∗t =

p∑
j=1

φ̂j,nX
∗
t−j + ε∗t .
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Bootstrapowa predykcja

Dysponuj¡c bootstrapowymi replikacjami X ∗t , t = 1, 2, .., n mo»emy
rozszerzy¢ zbiór bootstrapowych replikacji o h kroków wykorzystuj¡c
aproksymacj¦ AR(p) + ARCH(q)

X ∗n+h =

p∑
j=1

φ̂∗j X
∗
n+h−j + ε∗n+h,

ε∗n+h = σ∗n+hξ
∗
n+h,

σ∗2n+h = ĉ∗0 +

q∑
j=1

ĉ∗j ε
∗2
n+h−j ,

gdzie φ̂∗j , j = 1, ..., p oraz ĉ∗j , j = 0, 1, ..., q s¡ bootstrapowymi repli-

kacjami estymatorów φ̂j oraz ĉj wyznaczonymi na podstawie replika-
cji X ∗t , t = 1, 2, .., n.
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Hybrydowe bootstrapowe przedziaªy ufno±ci

Aproksymuj¡c rozkªad prawdopodobie«stwa bª¦du predykcji Xn+h − X̂n+h

rozkªadem bootstrapowym bª¦du predykcji X ∗n+h − X̂ ∗n+h mo»emy skon-
struowa¢ bootstrapowy predykcyjny przedziaª ufno±ci dla Xn+h postaci

IB(h) = [X̂n+h + q∗α
2

, X̂n+h + q∗1−α
2

],

gdzie q∗α
2

, q∗1−α
2

s¡ kwantylami rozkªadu X ∗n+h − X̂ ∗n+h.

Uwaga

W praktyce bootstrapowe kwantyle q∗α aproksymujemy ich odpowiedni-
kami q̂∗α wyznaczonymi metod¡ Monte Carlo.
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Studentyzowane bootstrapowe przedziaªy ufno±ci

W bootstrapie studentyzowanym aproksymuj¡c studentyzowan¡ wersj¦

rozkªadu bª¦du predykcji
Xn+h−X̂n+h

σ̂X,n(h)
odpowiednim rozkªadem bootstra-

powym
X∗
n+h
−X̂∗

n+h

σ̂∗
X,n

(h)
mo»emy skonstruowa¢ bootstrapowy, studentyzowa-

ny, predykcyjny przedziaª ufno±ci dla Xn+h postaci

IB−t(h) = [X̂n+h + t∗α
2

σ̂X ,n(h), X̂n+h + t∗1−α
2

σ̂X ,n(h)],

gdzie σ̂X ,n(h) jest estymatorem ±redniokwadratowego bª¦du predykcji
σX ,n(h), a σ̂∗X ,n(h) jego bootstrapow¡ replikacj¡ oraz t∗α

2

, t∗1−α
2

s¡

kwantylami
X∗
n+h
−X̂∗

n+h

σ̂∗
X,n

(h)
.

Uwaga

W praktyce bootstrapowe kwantyle t∗α aproksymujemy ich odpowiedni-
kami t̂∗α wyznaczonymi metod¡ Monte Carlo.
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Pomocnicze lematy

Lemat

Niech b¦d¡ speªnione zaªo»enia (A1') z s = 4, (A2) z r  1 , (B), (G1)-
(G5). Wówczas

ξ∗t
D∗−→ ξt , wedªug prawdopodobie«stwa dla dowolnego t.

Wniosek

Niech b¦d¡ speªnione zaªo»enia (A1') z s = 4, (A2) z r  1 , (B), (G1)-
(G5). Wówczas

ε∗t
D∗−→ εt , wedªug prawdopodobie«stwa dla dowolnego t.
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Pomocnicze lematy, c. d.

Lemat

Niech b¦d¡ speªnione zaªo»enia (A1') z s = 4, (A2) z r  1, (B), (G1)-
(G5). Wówczas dla h  1 mo»emy przedstawi¢ bª¡d predykcji

d1,h(Φh−1)εn+1 + ...+ dh−1,h(Φh−1)εn+h−1 + εn+h + oP(1),

gdzie d1,h, ..., dh−1,h s¡ pewnymi funkcjami ci¡gªymi oraz analogicznie
mo»emy przedstawi¢ bootstrapowy bª¡d predykcji

d1,h(Φh−1)ε∗n+1 + ...+ dh−1,h(Φh−1)ε∗n+h−1 + ε∗n+h + oP∗(1),

z tymi samymi funkcjami d1,h, ..., dh−1,h.
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Zgodno±¢ bootstrapu hybrydowego

Twierdzenie

Zaªó»my, »e speªnione s¡ zaªo»enia (A1') z s = 4, (A2) z r  1, (B),
(G1) - (G5). Wówczas

|P∗(X ∗n+h − X̂ ∗n+h ¬ u)− P(Xn+h − X̂n+h ¬ u)| = oP(1),

dla ka»dego u b¦d¡cego punktem ci¡gªo±ci zmiennej losowej

d1,h(Φh−1)ε1 + ...+ dh−1,h(Φh−1)εh−1 + εh.

Uwaga

Je»eli do zaªo»e« powy»szego twierdzenia doª¡czymy zaªo»enie, »e
rozkªad ξt jest rozkªadem ci¡gªym, to

sup
u
|P∗(X ∗n+h − X̂ ∗n+h ¬ u)− P(Xn+h − X̂n+h ¬ u)| = oP(1),
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Zgodno±¢ bootstrapu studentyzowanego

Lemat

Niech b¦d¡ speªnione zaªo»enia (A1) z s = 4, (A2) z r  1, (B), (G1) -
(G5). Wówczas

σ̂X (h)
P−→ σX (h),

oraz analogicznie

σ̂∗X (h)
P∗−→ σX (h), wedªug prawdopodobie«stwa.

Twierdzenie

Zaªó»my, »e speªnione s¡ zaªo»enia (A1) z s = 4, (A2) z r  1, (B), (G1)
- (G5). Je±li rozkªad ξt jest typu ci¡gªego, to

sup
u

∣∣∣∣∣P∗
(
X ∗n+h − X̂ ∗n+h

σ̂∗X ,n(h)
¬ u

)
− P

(
Xn+h − X̂n+h

σ̂X ,n(h)
¬ u

)∣∣∣∣∣ P−→ 0.
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Zgodno±¢ hybrydowych przedziaªów predykcyjnych

W nast¦pnych dwóch twierdzeniach przez ÎB(h) (̂IB−t(h) odpowiednio)
b¦dziemy oznacza¢ predykcyjne bootstrapowe przedziaªy ufno±ci tej sa-
mej postaci co IB(h) (IB−t(h) odpowiednio), ale z aproksymacjami kwan-
tyli q̂∗α (̂t∗α odpowiednio).

Twierdzenie

Niech b¦d¡ speªnione zaªo»enia (A1') z s = 4, (A2) z r  1 , (B), (G1) -
(G5). Ponadto, zaªó»my, »e kwantyle cα

2
, c1−α

2
rozkªadu zmiennej

losowej d1,h(Φh−1)ε1 + ...+ dh−1,h(Φh−1)εh−1 + εh s¡ punktami ci¡gªo-
±ci dystrybuanty tego rozkªadu. Wówczas

P
(
Xn+h ∈ ÎB(h)

)
→ 1− α, przy n→∞.
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Zgodno±¢ studentyzowanych przedziaªów predykcyjnych

Twierdzenie

Niech b¦d¡ speªnione zaªo»enia (A1') z s = 4, (A2) z r  1 , (B), (G1) -
(G5). Ponadto, zaªó»my, »e kwantyle cα

2
, c1−α

2
rozkªadu zmiennej

losowej (d1,h(Φh−1)ε1 + ...+ dh−1,h(Φh−1)εh−1 + εh)/σX (h) s¡ punkta-
mi ci¡gªo±ci dystrybuanty tego rozkªadu. Wówczas

P
(
Xn+h ∈ ÎB−t(h)

)
→ 1− α, przy n→∞.
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Symulacje

Rozwa»my model ARMA(1, 1) + GARCH(1, 1) postaci

Xt = 0.8Xt−1 − 0.5εt−1 + εt ,

εt = σtξt ,

σ2t = 1 + 0.5ε2t−1 + 0.4σ2t−1,

gdzie {ξt}t∈Z ci¡g i. i. d. zmennych losowych o rozkªadzie

standardowy rozkªad normalny - N ,

rozkªad t-Studenta z pi¦cioma stopniami swobody - T,

rozkªad χ2 z pi¦cioma stopniami swobody - χ2.

Przyjmujemy: ilo±¢ obserwacji n = 100, 200; horyzont predykcji
h = 1, ..., 5; poziom istotno±ci α = 0.1; ilo±¢ replikacji bootstra-
powych B = 1000; ilo±¢ powtórze« Monte Carlo N = 500.
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Symulacje, c. d.

Rozkªad h hybrid bootstrap t-bootstrap

1 87.5 (2.701) 89.7 (2.854)
2 87.9 (2.763) 90.1 (2.909)

N 3 88.1 (2.798) 89.9 (2.943)
4 88.3 (2.821) 89.4 (2.973)
5 89.3 (2.833) 91.2 (2.978)

1 88.7 (2.378) 89.9 (2.497)
2 89.5 (2.457) 91.7 (2.581)

T 3 89.7 (2.504) 90.9 (2.631)
4 88.4 (2.524) 89.8 (2.658)
5 89.0 (2.543) 89.9 (2.672)

1 88.7 (2.415) 90.4 (2.536)
2 89.7 (2.491) 91.0 (2.613)

χ2 3 90.0 (2.534) 92.0 (2.658)
4 89.9 (2.554) 91.1 (2.680)
5 88.9 (2.569) 90.3 (2.696)

Tabela: Empiryczne prawdopodobie«stwa pokrycia; n = 100
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Symulacje, c. d.

Rozkªad h hybrid bootstrap t-bootstrap

1 89.9 (2.683) 90.5 (2.762)
2 88.9 (2.760) 89.6 (2.837)

N 3 89.1 (2.821) 90.0 (2.893)
4 89.8 (2.857) 90.6 (2.929)
5 91.0 (2.886) 92.3 (2.957)

1 91.9 (2.388) 93.0 (2.466)
2 90.7 (2.448) 91.8 (2.523)

T 3 90.5 (2.505) 91.6 (2.577)
4 90.7 (2.538) 91.5 (2.609)
5 91.2 (2.558) 91.6 (2.634)

1 88.8 (2.492) 90.8 (2.565)
2 89.9 (2.555) 90.4 (2.618)

χ2 3 90.9 (2.596) 91.5 (2.657)
4 91.1 (2.613) 91.5 (2.674)
5 90.7 (2.638) 90.9 (2.696)

Tabela: Empiryczne prawdopodobie«stwa pokrycia; n = 200
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