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Opis problemu

Z = (X ,Y ), Z ′ = (X ′,Y ′) - niezależne o tym samym
rozkładzie

X ∈ X ⊂ ℝd , Y ∈ ℝ

X ,X ′ - obserwowane wektory cech

Y ,Y ′ - nieznane etykiety

Z jest ”lepszy” od Z ′, jeśli Y > Y ′
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Opis problemu

Reguła rangująca f : X × X → ℝ

Przewidujemy y > y ′ , jeśli f (x , x ′) > 0

Minimalizacja ryzyka

L(f ) = P( sgn(Y − Y ′) f (X ,X ′) < 0)⇝ argmin
f ∈F

L(f )
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Opis problemu

Z1 = (X1,Y1), . . . ,Zn = (Xn,Yn) - niezależne kopie Z

Minimalizacja ryzyka empirycznego

Ln(f ) =
1

n(n − 1)

∑
i 6=j

I[ sgn(Yi − Yj) f (Xi ,Xj) < 0]

⇝ arg min
f ∈F

Ln(f )
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Wypukłe ryzyko

ψ - wypukła funkcja straty

A(f ) = E ψ[ sgn(Y − Y ′) f (X ,X ′)] ⇝ f ∗ = arg min
f ∈F

A(f )

Minimalizacja ryzyka empirycznego

An(f ) =
1

n(n − 1)

∑
i 6=j

ψf (Zi ,Zj),

gdzie ψf (z , z ′) = ψ[sgn(y − y ′) f (x , x ′)]

⇝ fn = arg min
f ∈F

An(f )
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Ryzyko i ryzyko względne

Dla dowolnego 0 < α < 1

P

(
A(fn) ¬ An(fn) +

C (F , ψ) lnα−1

nβ

)
 1− α

P

(
A(fn) ¬ A(f ∗) +

C (F , ψ) lnα−1

nβ

)
 1− α

β = 1/2 - Clemencon(2008)
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Dekompozycja Hoeffdinga

A(f )− An(f ) = 2Pn[A(f )− P ψf ]− Un(hf )

P ψf (z) = E[ψf (Z ,Z ′)|Z = z ]

Pn(g) =
1
n

n∑
i=1

g(Zi )

hf (Z1,Z2) = ψf (Z1,Z2)− Pψf (Z1)− Pψf (Z2) + A(f )

Un(hf ) =
1

n(n − 1)

∑
i 6=j

hf (Zi ,Zj)

Wojciech Rejchel Ranking - minimalizacja ryzyka wypukłego



Opis problemu
Nierówności probabilistyczne

Bibliografia

Dekompozycja Hoeffdinga

A(f )− An(f ) = 2Pn[A(f )− P ψf ]− Un(hf )

P ψf (z) = E[ψf (Z ,Z ′)|Z = z ]

Pn(g) =
1
n

n∑
i=1

g(Zi )

hf (Z1,Z2) = ψf (Z1,Z2)− Pψf (Z1)− Pψf (Z2) + A(f )

Un(hf ) =
1

n(n − 1)

∑
i 6=j

hf (Zi ,Zj)

Wojciech Rejchel Ranking - minimalizacja ryzyka wypukłego



Opis problemu
Nierówności probabilistyczne

Bibliografia

Dekompozycja Hoeffdinga

A(f )− An(f ) = 2Pn[A(f )− P ψf ]− Un(hf )

P ψf (z) = E[ψf (Z ,Z ′)|Z = z ]

Pn(g) =
1
n

n∑
i=1

g(Zi )

hf (Z1,Z2) = ψf (Z1,Z2)− Pψf (Z1)− Pψf (Z2) + A(f )

Un(hf ) =
1

n(n − 1)

∑
i 6=j

hf (Zi ,Zj)

Wojciech Rejchel Ranking - minimalizacja ryzyka wypukłego



Opis problemu
Nierówności probabilistyczne

Bibliografia

Składnik empiryczny

1 Nierówność Tallagranda

∃B>0 ∀f∈F Var [Pψf (Z )] ¬ B A(f )

∃B>0 ∀f∈F Var [Pψf (Z )− Pψf ∗(Z )] ¬ B [A(f )− A(f ∗)]

2 Ograniczenie punktów stałych funkcji podpierwiastkowych
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Składnik empiryczny

Twierdzenie 1

Dla dowolnych K > 1 oraz 0 < α < 1

P

(
A(fn) ¬

K
K − 1

Pn(Pψfn) + D
ln n + lnα−1

n

)
 1− α.
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Zdegenerowany U-proces

Un(hf ) =
1

n(n − 1)

∑
i 6=j

hf (Zi ,Zj) : f ∈ F



hf (Zi ,Zj) = ψf (Zi ,Zj)− Pψf (Zi )− Pψf (Zj) + A(f ).

E

(
sup
f ∈F
|Un(hf )|

)p
¬ C EZ Eσ

(
sup
f ∈F
|Sn(hf )|

)p
, p  1

Sn(hf ) =
1

n(n − 1)

∑
i 6=j

σiσjhf (Zi ,Zj)
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Zdegenerowany U-proces

Twierdzenie 2

Dla dowolnej 0 < α < 1

P

(
Un(hfn) ¬ D

lnα−1

n

)
 1− α.
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Nierówność probabilistyczna dla ryzyka

Twierdzenie 3

Dla dowolnej 0 < α < 1

P

(
A(fn) ¬ C An(fn) + D

ln n + lnα−1

n

)
 1− α.
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Nierówność probabilistyczna dla względnego ryzyka

Twierdzenie 4

F - wypukła oraz ψ - ”ściśle wypukła”. Dla dowolnej 0 < α < 1

P

(
A(fn) ¬ A(f ∗) + D

ln n + lnα−1

n

)
 1− α.

Wojciech Rejchel Ranking - minimalizacja ryzyka wypukłego



Opis problemu
Nierówności probabilistyczne

Bibliografia

Przykłady

Liniowe reguły rangujące

F = {f (x , x ′) = aT (x − x ′) + b : a, x , x ′ ∈ ℝd , b ∈ ℝ}

AdaBoost

ψ(x) = exp(−x)

R - skończony VC-wymiar

convT (R) = {f (x , x ′) =
T∑
j=1

wj rj(x , x ′) :
T∑
j=1

wj = 1,

0 ¬ wj ¬ 1, rj ∈ R dla j = 1, . . . ,T}
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Pytania

Czy reguła fn jest także ”dobra” dla 0− 1 funkcji straty?

L(f ) ¬ A(f )
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