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Minimalizacja ryzyka strukturalego

Problem klasyfikacji dla dwéch klas, g = 2.
L(f(x),y) = {f(x) # y}.

Zatézmy, ze dana jest rodzina C potencjalnych klasyfikatoréw
¢ € RP ¢:RP— {-1,1}.

(indeks klasy Y = +1). Na przyktad C = {¢a : ¢a(x) = sign(a’x)}

Problem: Ocena btedu predykcji dla reguty minimalizujacej
ryzyko empiryczne (estymator btedu przez powtérne podstawienie).




Przyktad

p(x| = 1) ~ U[0,1] i p(x[1) ~ U[1,2]

Minimalne ryzyko reguty (ryzyko bayesowskie réwna) sie 0.
Ai, ..., A, obserwacje z populacji pierwszej

Bi,..., B, obserwacje z populacji drugie;.

LDA Fishera w tym przypadku redukuje sie do:

klasyfikuj do drugiej populacji gdy X > T = (A, + B,)/2
1
Erry = E(P(X >TIY==-1)4+P(X<T|Y=1)=|T-1|/2

1

1
Err = E|T —1|/2 ~ EIN(0, == )| = ——
=BT U2~ BN 500 = 3 s



Szacujemy btad, jaki popetnimy, wybierajac klasyfikator ¢
minimalizujacy estymator btedu przez powtérne podstawienie (ryzyko
empiryczne)

efr(0) = n~' 3 Ho(X) # i},

¢, = argmin,cerr(e).

lle rézni sie

Erni(¢,) = P(¢n(X°) # YOlU)
od minimalnego btedu w klasie wszystkich klasyfikatoréw infy Err(¢).



Erry(én") — igf Err(¢) =

(Erry(¢}) — ¢I>relfc Err(¢)) + (infyecErr(¢) — ir(;f Err(¢))

btad estymacji btad aproksymacji

Zwiekszajac rodzing C zwiekszamy (zmniejszamy) btad estymacgji
(aproksymaciji).
Zmniejszajac rodzine C zmniejszamy (zwiekszamy) btad estymacji
(aproksymaciji).



Bfad estymacji ¢ = argmin . Err(¢)

Erry(¢;) — Err() < Erny(e}) —eFr(¢}) + €fr(¢) — Err(d) <
>0

Ern(9,) — €fr(¢,) + €Fr(9) — Err(9) < 2;2'2 |Err(¢) — err(9)| (%)

Ponadto
Erru(oy,) < err(¢p) + Sug(Err(qb) — err(¢)) ()
s

Problem (xx): szacowanie btedu predykcji Err(¢}) w terminach err(¢).



sup(Err(¢) — efr(¢)) = sup(Pf — P,f)
peC feF

Z= (X’ Y)v Z = (Xh YI)

f(z) = {o(x) # y}, Pf = EF(Z), Pof = n' 3701, £(Z)).

F: rodzina funkcji f utworzona na podstawie C.



Nieréwnos¢ koncentracyjna McDiarmida

g: X"—>R:
sup |g(X17'°'aXn)_g(le'"7Xi717Xi17Xi+13"'7Xn)|<C I1<i<n
X1y-00Xn, X! €X
todla Z = g(Xi,...,X,), gdzie Xi,..., X, niezalezne,
P(Z — EZ > t) < exp(—2t*/nc?) ("

Dla Z = supscr Pf — Pof, ¢ =2/n'i (1) implikuje



Z prawdopodobienstwem > 1 — §

2log(1/0)

sup[Pf — P,f] < E(fgg[Pf . P,,f]) n .

feF

Srednie Rademachera zbioru A C R”

1 n
Rn(A) =E - idi ¢
(A) {sgpngaa}

a=(a,...,a,) i o; nzl Rademachera.




Wtasnoéci srednich Rademachera

o (i)
R,(A) = Rp(absconv(A)),

gdzie absconv(A) = {Zszl cja(f), Zszl | < 1,al) € A}

o (ii)
Ra(¢ 0 A) < LyRa(A),
gdzie ¢ : R — R Lipschitzowska ze statg Ly, a
poA={(¢(a1),...,9(an)),a=(a1,...,an) € A}

2log m

o (iii) A={a1,...,am} to Ry(A) < maxi=1,...m ||ail|

n



(Z4,...,Z)) niezalezna kopia (Z1,...,2Z,) i P)f =n 1Y " | f(Z;).

Technika sprzegania daje

E( sup[Pf—Pnf]) = E(sup E[P.f—Puf|Zy,...,Z,]) < E sup E[P,f—Pyf]
feF feF feF

= Esupn” 120, f(Z)) — f(Z)) < 2ER,(Z")

feFr
Nasz zbiér A: F(z") = {(f(z1), ..., f(zn)) }rer, (iii) =
Riz") < 1| 2852,

gdzie Sx(z") = |F(z")|, 2" = (21,22, - - - , Zp).




Jedli V/(z") wymiar Vapnika-Czervonenkisa zbioru Sz(z") to

log S£(z") < V(2") log(n + 1)

Ro(Z") < \/2V(Z") I:g(n + 1)7

Jedli sup,. V(2") < V to z prawdopodobiefistwem > 1 — 4

sup[Pf — P,f] < C\/VI:gn + \/2|og(1/5)

fer h

Czynnik log n mozna pomingé.



Minimalizacja ryzyka strukturalnego

Rodziny klasyfikatorow C; C Cp ... C Cy

(1) Erny(¢n,;) < err(¢n,;) + B(n, Fi) i=1,...,n

Minimalizacja prawej strony (1)

Problemy: (i) Klasy z matym wymiarem moga mie¢ duzy btad
aproksymacji (ii) minimalizacja err(¢) czesto problem NP-trudny
(ii) nieréwnosé

Erny(¢y,) < err(6n) + ZZ@(E”(@ — err(¢)) (+)

za gruba !



Oszacowania oparte na marginesach

Niech ¢ bedzie reguta klasyfikacyjna oparta na funkcji klasyfikacyjnej d:
d(x) =1 jesli d(x) > 0 ¢p(x) = —1 w przeciwnym przypadku.
Wtedy
P(6(X) # Y) = P(sign(d(X)) # Y) < EI{d(X)Y < 0}

Niech v : R — Ry bedzie funkcja kosztu taka, ze y(x) > /{x > 0}.
Typowe przyktady
1) =€ () =1 +x)y, 7(x) = logy(1+x)

Funkcjonat kosztu i jego wersja empiryczna

A(d) = E((=d(X)Y)[h),  An(d) =n"" Zv(—d(X;)Yi)



Mamy
Err(d) < A(d) errn(d) < Ap(d).

Niech B = [[y(—d(x)y))l|cc. Wtedy
Erny(dn) < A(dn) = E(v(—dn(X)Y))) <

An(dn) + jgg(A(d) — An(d)) <

2log %

An(dn) + 2L, ER,(F(Z")) + B T5

L, - stafa Lipschitza funkcji 7.




Systemy gtosowania

Systemy gtosowania opieraja sie na podejmowaniu decyzji na podstawie
kombinacji liniowych klasyfikatoréw. C- rodzina bazowych klasyfikatoréw.

Dy = {d(x):;qgj(x) :me N,;\cj\ </\,g1,...,gn€C}

Na podstawie wtasnosci srednich Rademachera zbioru

2Ve log(n+ 1)

R,(DA(Z™) = AR,(C(Z,)) < A ;.




Stad

2Ve | 1 2log t
Ern(sign(d)) < An(d?) + 2L\ 221087+ HBW,
n

n

gddzie sign(d) minimalizuje ryzyko empiryczne w klasie {sign(d)}qep
Oszacowanie btedu predykcji sign(d;¥) w terminach wymiaru
Vapnika-Chervonenkisa klasy bazowe;.



Przyktad
Pp(x)=1 x<-n

Pn(x)=0 x>0
dn(x)=14+x/n wp.p.
W tym przypadku B =11i Ly = 1/5. Ponadto A,(d) < efr)(d), gdzie

err)(d) = %Z Hd(X;)Y; < n}.

Liczymy nie tylko Zle sklasyfikowane elementy, ale réwniez te
sklasyfikowane dobrze, ale z matym 'marginesem’



2\ [2Velog(n+1 [21og
Erru(dn)<e_rrn(dn)+7 ¢ gn( )+ ngé-



Inne wazne kierunki/perspektywy

@ Witasnosci skonczenieprébkowe estymatordw PMS i ich ryzyka
(Barron, Birgé, Massart, Barraud ..)

o Metody rzadkiej regresji (Lasso, Least Angle Regression LAR,...).
potencjalna liczba predyktoréw w modelu liniowym p ~ n, p > n,
jednakze #{i: 5; #0} << p

@ Zwiazki metod selekcji z wielokrotnym testowaniem, w szczegdlnosci
z procedurami typu Benjaminiego-Hochberga
(My C Mo = Majc = Mz <= LRTpm, . m, > 2(p2 — p1))

@ metody selekcji w modelach regresyjnych oparte na wstepnym
uporzadkowaniu predyktordw.

@ metody predykcji oparte na usrednianiu modeli



WHtasnosci skonczenieprébkowe

Y = f(x) +ei, i=1,...,n

~ (0,02), o%-znane, f;[0,1] — R, x; € [0,1].
m: funkcje state na odcinkach [(j — 1)/m, j/m).
f 6 Holder(L, @), to dla f = fynk (M)

2
Ry = E||f — FI> < 2m 2 4 T2

optymalny wyboér m:

2/(14a)
m(a, L) = (U) ml/(2a+1)

Ryzyko R, = O(n—2/(22+1)) Konstrukcja estymatoréw PMS o takim
rzedzie ryzyka, bez wykorzystywania wiedzy, ze f € Holder(L, &).
Kalibracja statych w funkgji kryterialnej !!!
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