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Minimalizacja ryzyka strukturalego

Problem klasyfikacji dla dwóch klas, g = 2.

L(f (x), y) = I{f (x) 6= y}.

Załóżmy, że dana jest rodzina C potencjalnych klasyfikatorów

φ ∈ Rp φ : Rp → {−1, 1}.

(indeks klasy Y = ±1). Na przykład C = {φa : φa(x) = sign(a′x)}

Problem: Ocena błędu predykcji dla reguły minimalizującej
ryzyko empiryczne (estymator błędu przez powtórne podstawienie).



Przykład
p(x | − 1) ∼ U[0, 1] i p(x |1) ∼ U[1, 2]
Minimalne ryzyko reguły (ryzyko bayesowskie równa) się 0.
A1, . . . ,An obserwacje z populacji pierwszej
B1, . . . ,Bn obserwacje z populacji drugiej.
LDA Fishera w tym przypadku redukuje się do:

klasyfikuj do drugiej populacji gdy X > T = (Ān + B̄n)/2

ErrU =
1
2

(P(X > T |Y = −1) + P(X < T |Y = 1) = |T − 1|/2

Err = E |T − 1|/2 ∼ E |N(0,
1

24n
)| =

1
4
√
π × n



Szacujemy bład, jaki popełnimy, wybierając klasyfikator φ∗n
minimalizujący estymator błędu przez powtórne podstawienie (ryzyko
empiryczne)

ērr(φ) = n−1
n∑
i=1

I{φ(Xi ) 6= Yi}.

φ∗n = argminφ∈C ērr(φ).

Ile różni się

ErrU (φ∗n) = P(φ∗n(X
0) 6= Y 0|U)

od minimalnego błędu w klasie wszystkich klasyfikatorów infφ Err(φ).



ErrU (φn
∗)− inf

φ
Err(φ) =

(ErrU (φ∗n)− inf
φ∈C
Err(φ))︸ ︷︷ ︸

błąd estymacji

+ (infφ∈CErr(φ)− inf
φ
Err(φ))︸ ︷︷ ︸

błąd aproksymacji

Zwiększając rodzinę C zwiększamy (zmniejszamy) błąd estymacji
(aproksymacji).
Zmniejszając rodzinę C zmniejszamy (zwiększamy) błąd estymacji
(aproksymacji).



Błąd estymacji φ̃ = argminφ∈CErr(φ)

ErrU (φ∗n)− Err(φ̃) ¬ ErrU (φ∗n) −ērr(φ∗n) + ērr(φ̃)︸ ︷︷ ︸
0

− Err(φ̃) ¬

ErrU (φ∗n)− ērr(φ∗n)︸ ︷︷ ︸+ ērr(φ̃)− Err(φ̃)︸ ︷︷ ︸ ¬ 2 sup
φ∈C
|Err(φ)− ērr(φ)| (∗)

Ponadto

ErrU (φ∗n) ¬ ērr(φ∗n) + sup
φ∈C

(Err(φ)− ērr(φ)) (∗∗)

Problem (∗∗): szacowanie błędu predykcji ErrU (φ∗n) w terminach ērr(φ∗n).



sup
φ∈C

(Err(φ)− ērr(φ)) = sup
f∈F

(Pf − Pnf )

Z = (X,Y ), Zi = (Xi ,Yi )

f (z) = I{φ(x) 6= y}, Pf = Ef (Z), Pnf = n−1
∑n
i=1 f (Zi ).

F : rodzina funkcji f utworzona na podstawie C.



Nierówność koncentracyjna McDiarmida

g : X n → R:

sup
x1,...,xn,x′i ∈X

|g(x1, . . . , xn)−g(x1, . . . , xi−1, x ′i , xi+1, . . . , xn)| ¬ c 1 ¬ i ¬ n

to dla Z = g(X1, . . . ,Xn), gdzie X1, . . . ,Xn- niezależne,

P(Z − EZ > t) ¬ exp(−2t2/nc2) (!)

Dla Z = supf∈F Pf − Pnf , c = 2/n i (!) implikuje



Z prawdopodobieństwem > 1− δ

sup
f∈F

[Pf − Pnf ] ¬ E
(

sup
f∈F

[Pf − Pnf ]
)

+

√
2 log(1/δ)

n

Średnie Rademachera zbioru A ⊂ Rn

Rn(A) = E

{
sup
a

1
n

n∑
i=1

σiai

}
,

a = (a1, . . . , an) i σi nzl Rademachera.



Własności średnich Rademachera

(i)
Rn(A) = Rn(absconv(A)),

gdzie absconv(A) = {
∑N
j=1 cja

(j),
∑N
j=1 |cj | ¬ 1, a(j) ∈ A}

(ii)
Rn(φ ◦ A) ¬ LφRn(A),

gdzie φ : R → R Lipschitzowska ze stałą Lφ, a
φ ◦ A = {(φ(a1), . . . , φ(an)), a = (a1, . . . , an) ∈ A}

(iii) A = {a1, . . . , am} to Rn(A) ¬ maxi=1,...,m ||ai ||
√
2 logm
n



(Z′1, . . . ,Z
′
n) niezależna kopia (Z1, . . . ,Zn) i P ′nf = n−1

∑n
i=1 f (Zi ).

Technika sprzęgania daje

E
(

sup
f∈F

[Pf−Pnf ]
)

= E (sup
f∈F
E [P ′nf−Pnf |Z1, . . . ,Zn]) ¬ E sup

f∈F
E [P ′nf−Pnf ]

= E sup
f∈F
n−1

n∑
i=1

σi (f (Z ′i )− f (Zi )) ¬ 2ERn(Zn)

Nasz zbiór A: F(zn) = {(f (z1), . . . , f (zn))}f∈F , (iii)⇒

Rn(Zn) ¬
√

2 log SF (Zn)
n

,

gdzie SF (zn) = |F(zn)|, zn = (z1, z2, . . . , zn).



Jeśli V (zn) wymiar Vapnika-Czervonenkisa zbioru SF (zn) to

log SF (zn) ¬ V (zn) log(n + 1)

i

Rn(Zn) ¬
√

2V (Zn) log(n + 1)

n
,

Jeśli supzn V (zn) ¬ V to z prawdopodobieństwem > 1− δ

sup
f∈F

[Pf − Pnf ] ¬ C
√
V log n
n

+

√
2 log(1/δ)

n

Czynnik log n można pominąć.



Minimalizacja ryzyka strukturalnego

Rodziny klasyfikatorów C1 ⊂ C2 . . . ⊂ CN

(1) ErrU (φ∗n,i ) ¬ ērr(φ∗n,i ) + B(n,Fi ) i = 1, . . . , n

Minimalizacja prawej strony (1)
Problemy: (i) Klasy z małym wymiarem mogą mieć duży bład
aproksymacji (ii) minimalizacja ērr(φ) często problem NP-trudny
(ii) nierówność

ErrU (φ∗n) ¬ ērr(φ∗n) + sup
φ∈C

(Err(φ)− ērr(φ)) (∗∗)

za gruba !



Oszacowania oparte na marginesach

Niech φ będzie regułą klasyfikacyjną oparta na funkcji klasyfikacyjnej d :
φ(x) = 1 jeśli d(x)  0 i φ(x) = −1 w przeciwnym przypadku.

Wtedy

P(φ(X) 6= Y ) = P(sign(d(X)) 6= Y ) ¬ E I{d(X)Y ¬ 0}

Niech γ : R → R+ będzie funkcją kosztu taką, że γ(x)  I{x  0}.
Typowe przykłady

γ(x) = ex , γ(x) = (1 + x)+, γ(x) = log2(1 + x)

Funkcjonał kosztu i jego wersja empiryczna

A(d) = E (γ(−d(X)Y )|U), An(d) = n−1
n∑
i=1

γ(−d(Xi )Yi )



Mamy
Err(d) ¬ A(d) ērrn(d) ¬ An(d).

Niech B = ||γ(−d(x)y))||∞. Wtedy

ErrU (dn) ¬ A(dn) = E (γ(−dn(X)Y )|U)) ¬

An(dn) + sup
d∈D

(A(d)− An(d)) ¬

An(dn) + 2LγERn(F(Zn)) + B

√
2 log 1δ
n

,

Lγ - stała Lipschitza funkcji γ.



Systemy głosowania

Systemy głosowania opierają się na podejmowaniu decyzji na podstawie
kombinacji liniowych klasyfikatorów. C- rodzina bazowych klasyfikatorów.

Dλ =
{
d(x) =

m∑
i=1

cjgj(x) : m ∈ N,
n∑
j=1

|cj | ¬ λ, g1, . . . , gn ∈ C
}

Na podstawie własności średnich Rademachera zbioru

Rn(Dλ(Zn)) = λRn(C(Zn)) ¬ λ
√

2VC log(n + 1)

n



Stąd

ErrU (sign(d∗n )) ¬ An(d∗n ) + 2Lφλ

√
2VC log(n + 1)

n
+ B

√
2 log 1δ
n

,

gddzie sign(d∗n ) minimalizuje ryzyko empiryczne w klasie {sign(d)}d∈D
Oszacowanie błedu predykcji sign(d∗n ) w terminach wymiaru
Vapnika-Chervonenkisa klasy bazowej.



Marginesy

Przykład
φη(x) = 1 x ¬ −η

φη(x) = 0 x  0

φη(x) = 1 + x/η wp.p.

W tym przypadku B = 1 i Lφ = 1/η. Ponadto An(d) ¬ ērrγn (d), gdzie

ērrγn (d) =
1
n

n∑
i=1

I{d(Xi )Yi ¬ η}.

Liczymy nie tylko źle sklasyfikowane elementy, ale również te
sklasyfikowane dobrze, ale z małym ’marginesem’



ErrU (dn) ¬ ērrn(dn) +
2λ
η

√
2VC log(n + 1)

n
+

√
2 log 1δ
n

.



Inne ważne kierunki/perspektywy

Własności skończeniepróbkowe estymatorów PMS i ich ryzyka
(Barron, Birgé, Massart, Barraud ..)

Metody rzadkiej regresji (Lasso, Least Angle Regression LAR,...).
potencjalna liczba predyktorów w modelu liniowym p ≈ n, p > n,
jednakże #{i : βi 6= 0} << p
Związki metod selekcji z wielokrotnym testowaniem, w szczególności
z procedurami typu Benjaminiego-Hochberga
(M1 ⊂ M2 ⇒ M̂AIC = M2 ⇐⇒ LRTM1,M2 > 2(p2 − p1))

metody selekcji w modelach regresyjnych oparte na wstępnym
uporządkowaniu predyktorów.

metody predykcji oparte na uśrednianiu modeli



Własności skończeniepróbkowe

Yi = f (xi ) + εi , i = 1, . . . , n

εi ∼ (0, σ2), σ2-znane, f ; [0, 1]→ R, xi ∈ [0, 1].
Mm: funkcje stałe na odcinkach [(j − 1)/m, j/m).
f ∈ Holder(L, α), to dla f̂ = f̂MNK (Mm)

Rn = E ||f − f̂ ||2n ¬ L2M−2α +
mσ2

n

optymalny wybór m:

m(α, L) =
(L
σ

)2/(1+α)

m1/(2α+1)

Ryzyko Rn = O(n−2α/(2α+1)). Konstrukcja estymatorów PMS o takim
rzędzie ryzyka, bez wykorzystywania wiedzy, że f ∈ Holder(L, α).
Kalibracja stałych w funkcji kryterialnej !!!
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