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@ Tw. Takeuchiego: obciazenie err w przypadku logarytmicznej funkgji
straty.

e Btad 0-1 a btad L% w problemie klasyfikacji.

@ Predykcja w modelu liniowym.



Model (iii)

Yi,..., Y, prosta préba losowa ~ f, 9( Y1, Ya,..., Y,) estymator NW w
modelu M = {fg}gee.

Zauwazmy, ze (U = {Y1,..., Yo} i L(y,0) = —2log f;(y))
—2E¢log f3(Y°) = E¢(L(Y°,0)|U) = Erny = Erni,

Skonstruujemy asymptotycznie nieobcigzone estymatory Err w oparciu o
err.



IR RN 5 2 ¢ 3
err = — > LY, 0uw) = - > logfy, (Yi) = —2log L(Bnw)/n
i=1 i=1

Przyblizenie E(err).

Rzut informacyjny f na M = {fp}gco.

6* minimalizuje odlegto$¢ Kullbacka-Leiblera f od M = {fy}gco-
0* = argming o Er log(f/fy) = argming o { — 2E¢ log fy(Y°)} =

argmingeg{—ErL(Y?,0)}.



Twierdzenie 2. (Takeuchi (1976)) Przy odpowiednich warunkach
regularnosci na M = {fy }yco

Err — E(efr) = %tr{l(ﬂ*)J(H*)_l} +o(2).

n

gdzie
\ dlog fy(Y°) dlog fy(Y°)
167) = E"{ 90 0" |o=0
. & log fy(Y°)
J(O) = _Ef{%@@’ o—o-
Idea:

Err — Elog fg-(Y°) ~ E log - (Y°) — E(eFr) = %tr{l(Q*)J(@*)_l}.



Heurystyka dowodu.

Poréwnanie
nEy,(err) = Ey, log fén(Y,,) = (1)

nErr = nEy (Erry) = nEy Eflog f;;n(yo) =(2)

(1) - (2) = Ev,{ log f, (Y,) — log fo- (Ya) } +
—|—Eyn{ log fy- (Y,) — nEg log fy- (YO)}

—|—Eyn{nEf log fy- (Y°) — Ey log fén(yo)} = Dy + Dy + Ds.



D,—0, D,— %tr{l(@*)J(G*)_l} +o(1) = Ds

Analiza D; i D; oparta na rozwinieciu Taylora. Niech log £ = ¢

00) — t(fww) = 50— Onw)
Stad



n ~ A
Dy~ 5 Ev, (07 = Onw)' J(O0°)(07 = Onw) =

v, (tr(J(O7)(6" — D)0 — ) ~ %tr(l(@*)J(G*)_l)

(nE(@nw — 6°)(Onw — 6%) — J(0°)21(67)J(6")72).

Podobnie Dy = 1tr(1(6*)J(6*)7) + o(1).



Jedli f € M (f = fp+) to przy warunku

82fy(x) R B
000" 1o—o- = D000 / fol(x) dx =0

|o=0~

1(6%) = J(67) ().
W przypadku btednej specyfikacji modelu parametrycznego niekoniecznie
réwnos¢ !
W przypadku () as. nieobcigzony estymator Err ma postac

2 ~ 2
err + TP = —2log L(Onw) + 713

(kryterium Akaikego (AIC)).
W ogdlnym przypadku (Kryterium Takeuchiego (TIC))

err +

2tr I(éNw)J(éNw)71
n



Model (iv)

Analogiczna wtasno$¢ do tezy tw. Takeuchiego jest czesto uzywana w
przypadku modelu (iv)

1 n
Erryy = E (f —2log iy (YO )
I Yo n; og e(x,-)( )
gdzie Y? niezaleznie generowane z rozkfadu Py x=x;. Wtedy

R 2p
Ev(Errin) ~ Ey (; > —2log fé(x,-)(yi)> +—
i=1

brak formalnego dowodu ..



-2 4 2p
B (ErrnlX) ~ —= By (Y log ) (V) + =2 (+)
i=1

W przypadku modelu liniowego ze znanym o2 nieobciazony estymator
prawej strony (%) ma postac

RSS 2

== Pic

no n
(0% zastepowane przez nieobcigzony estymator)
W przypadku modelu liniowego z nieznanym o2 nieobcigzony estymator
prawej strony (%) ma postac

+P ¢
n

log (RSS) 2p



Przyktad Zbiér mjap zawiera rekordy dotyczace temperatury (minimalna
temperatura stycznia usredniona z lat 1971-2000), dtugosci, szerokosci
geog. oraz wysokosci 26 miast japonskich. Interesuje nas wybér zbioru
zmiennych prognozujacego temperature.

Temp Latitude Longitude Altitude

1 7.6 45.413  141.683 2.8
2 -7.7 43.057 141.332 17.2
26 14.3 26.203 127.688 28.1



g=1m(Temp~1,data=mjap) # model poczatkowy

wprzod=step(g,direction="forward",scope=
list(upper=.~.+Latitude + Longitude + Altitude))
Start: AIC=88.51

Temp ~ 1

Df Sum of Sq RSS AIC
+ Latitude 1 576.69 147.72 49.17
+ Longitude 1 518.12 206.29 57.85
+ Altitude 1 93.93 630.48 86.90
<none> 724.41 88.51

Step: AIC=49.17
Temp ~ Latitude

Wartos¢ AlC wynosi dla modelu ze stata 88.5, najwieksza redukcja AIC
przy dodaniu Latitude. J3 wybieramy. Zauwazmy, ze dotaczenie
zmiennej Altitude spowodowatoby minimalng zmiane AIC ( z 88.51 do
86.90).



Df Sum of Sq RSS AIC
+ Altitude 1 95.098 52.625 24.332
+ Longitude 1 12.791 134.931 48.813
<none> 147.722 49.168

Step: AIC=24.33
Temp ~ Latitude + Altitude

Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 52.625 24.332
+ Longitude 1 0.840 51.785 25.914

W drugim kroku wybieramy jednak Altitude, mimo jej pozornie matej
przydatno$ci. Model Temp ~ Latitude + Altitude daje redukcje AIC
do 24.3, dodanie Longitude zwieksza AIC wiec nie doktadamy jej do
modelu.



Dlaczego na drugim kroku wybrana zostata Altitude zamiast
Longitude? Wspdtliniowos¢ Longitude i Latitude... Kierunek wysp
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Przeszukanie wszystkich podzbioréw i uzycie BIC daje w tym przypadku
ten sam wyboér zmiennych.



Ogodlna postaé funkgji kryterialnej z karag w modelu regresyjnym

n
—2 "logf;, (YilXi)+ pCy
i=1
Kryterium Akaike: C, =2

Kryterium Schwarza C, = log n.



Kryterium Schwarza: standardowa motywacja oparta o podejsécie
bayesowskie:
My, ..., My, parameter 6,, modelu M,, o gestosci p(6m|Mp). Wtedy

P(Mm|td) ~ P(Mpm)P(U[Mp) ~
P(Mm)/P(Z/{\Mm,Gm)p(Hm\Mm) b,
Dla regularnej gestosci p(6,|M,y,)
log P(U| M) = log P(U|fnw, M) — %“" log n + 0(1)
Przy jednostajnym rozktadzie apriori na modelach P(M,,) =1/M i

pominieciu cztonu 0(1) dostajemy kryterium Schwarza. Inne podejscie:
Pokarowski, JM (09) -kryterium MPVC.



Problem klasyfikacji: strata 0-1 vs strata L2

Niech f(x) = P(Y = 1|X =x) i dg(x) = I{f(x) > 1/2},
argming Err(xo) = dg(xp) reguta bayesowska

dp(x) = I{f(x) > 1/2}

empiryczna reguta bayesowska. Czy dobra estymacja f w sensie
Sredniokwadratowym przektada sie na niska warto$¢ Err 7

E(F(X®) — £(X?))? = Exo{ Var(7(X%)) + (EF(X°) - £(X°))*}



Przyktad (ESL, str. 226)
(Y,X) € {0,1} x R?, X- r. jednostajny na [0, 1]%°
() Y=0jesli X1 <1/2, Y =1w p.p;

(i) Y =0jesli 272, X; <5, Y =1wpp,;

Metody estymacji: regresja liniowa (najlepszy podzbiér predyktoréw danej
licznosci) i metoda kNN.

Zwiazane klasyfikatory: f(x) > 0.5 = d(x) =1, = 0 w p.p.

wariancja f(x)



k—MNM — Regression

Linear Model — Regression
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Dla dobrej reguty klasyfikacji, wazne, aby 7(x) > 1/2, gdy f(x) > 1/2,

Wartos¢ (f(x) — f(x))? nie ma znaczenia !



Err(xo) = E(L(Y?,d(X°))|X° = xo) = P(Y° # d(X°)|X° = xo)
dla funkgcji straty O-1.
Niech f(x) = P(Y = 1|X =x) i dg(x) = I{f(x) > 1/2}
argming Err(xo) = dg(xp) regula bayesowska

de(x) = 1{F(x) > 1/2}
empiryczna reguta bayesowska.
Btad empirycznej reguty bayesowskiej vs reguty bayesowskiej ?

Errgs(xo0) = (1 — f(x0))/{f(x0) > 1/2} + f(x0)/{f(x0) < 1/2}

Erry (x0) = (1 — f(x0))P(F(x0) > 1/2) + f(x0)P(F(x0) < 1/2)
I



ErraB(xo) = Errgy(x0) + |2f (x0) — l\P(E!B(xO) # dg(x0)|X? = xo)

Zachowanie P(dg(x,) # dg(x0)) (*)?

Zatézmy, ze F(xo) ~ N(EF(xo), Var(f(xo))).



Wtedy

d sign(1/2 — f(xo))(Ef(xo) — 1/2



Jesli (sign(1/2 — f(xo0))(Ef(x0) — 1/2) > 0 to zmniejszenie wariancji
(Var(fxg)) zmniejsza btad,

natomiast jesli

(sign(1/2 — f(x0))(EF(x0) — 1/2) < 0 to zwiekszenie wariangji
(Var(fxg)) zmniejsza btad !




Predykcja w modelu liniowym

Do kofica wyktadu II: L(y, 7(x)) = (y — x)2.

W modelu liniowym mozemy bezposrednio liczy¢ E(Erriy|X)) dla modelu
opartego o wektor predyktoréw x, bedacy podwektorem wektora
wszystkich predyktoréw x.

Zaktadamy, ze zachodzi Y = X'8 + ¢

Ey(Errin|X) = (n 4 pa)o® + B'X(I —H)XB =: (1) +(2)
gdzie p, to wymiar wektora X,, i Hy, = X, (X!, X4) 71X/,

Jedli mniejszy model dobrze wyspecyfikowany, to (2)=0.



Model liniowy: kryteria CV i GCV

W sytuacji gdy Y = SY, gdzie S : R” — R" jest przeksztatceniem
liniowym.
Dla modelu liniowego (S = H) (i wielu innych S)

Y-V

Vim Vi =1,

i

gdzie S = (s;7). Umozliwia liczenie funkcji CV (n-krotnej kroswalidacji)
bez koniecznosci n-krotnego dopasowywania modelu.

Cv_nilz(l—s,,>

GCV: aproksymacja CV: s; < tr(S/n)

CCVi=n _lz(lftr (S/n) )2




Zwiagzek GCV z AIC

RSS RSS RSS  RSS

— ~ _ 22
GCV*n(l—tr(S)/n)2N n +2p n n +2p0

Zamieniajac 62 przez &3 (obliczony na podstawie petnego modelu)
dostajemy kryterium AIC (z doktadnoscig do statej).



Konserwatywnos¢ CV

Y=XB8+e, BcRr

2P~1 podmodeli odpowiadajacych wszystkim podwektorom wektora
predyktoréw
Y =X.B8,+e, [B¢€RP.

M pin: minimalny model liniowy, taki, ze P € M,;,. Jesli
(i) X’X =0(n) i X’X~1 =0(n)

(ii) Dla kazdego o lim, .o max;j<, (H,); =0

to
lim P(M(_‘\/ D Mm,',,) =1.
noo

Jednoczednie dla M, D My, i My, # Mpin

'D(MCV = Mmin) = P(Z(Pa - Pam;,,)gz < E':/(Hoz - Hamin)g) + 0(1)



Estymator E(Err;,|X) metoda jacknife

0 = Ey(Errin|X) = _IZEY vo(Y; — \A/:)z|x)

estymowane za pomoca 0, = efr = RSS/n.
Estymator typu jacknife na podstawie 0,. Ogodlna konstrukcja dla 0,,
takich, ze

EO,—0=a1(0)/n+0(n3?), (¥

(err spetnia (x) na podstawie twierdzenia podstawowego)

éJﬁ,, =nb, — (n— 1)29,,-/n
i=1

EQ;,=0+0(n2).



HAJ’,, =nb, — (n— I)Zé,;/n:
i=1

RSS —n~1 Z > (Y= Vi)

i=1 j#i
Pokarowski (2009)

) L 5 X e (Y= )2
Oun =723 (Yi = V(Y= Vi) = n 2y
i=1 i=1 !



Poréwnanie AIC, BIC i SRM

Dwa przyktady rozpatrzone poprzednio (ESL, str. 247):

Liczono Err (M) dla metody selekcji (U = 80, préby testowe licznosci
10 000). Miara jakosci

A

Err(M) — minp Erry (M)

1
00 > maxy Erry (M) — miny Erry (M)
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