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PLAN

o Btedy predykgji i ich podstawowe estymatory
o Estymacja btedu predykcji w modelu liniowym. Funkcje kryterialne
o Wiasnosci predykcyjne estymatoréw postselekcyjnych

@ Metoda minimalizacji ryzyka strukturalnego



BtEDY PREDYKCIJI | ICH PODSTAWOWE ESTYMATORY



Rozpatrywane problemy

(i) Regresja wielokrotna z losowymi zmiennymi objasniajacymi

Wektor losowy (X, Y) € RP x R o rozktadzie Px y takim, ze
Y=FfX)+e (%)

f: RP — R, £ zmienna niezalezna od X, E(¢) =0 .
Uwaga. Zatozenia implikuja

FX)=E(YIX) i e=Y—E(Y|X).

Dla takich f i e, (*) spetniona oczywiscie zawsze, tu zaktadamy
dodatkowo niezaleznoéé X i ¢.



(i) Klasyfikacja pod nadzorem

Tak jak w (i), zaktadamy dodatkowo, ze
Y e{1,2,....K}

(Y - indeks przynaleznosci do populacji).
Nie zaktadamy niezaleznosdci X i €.

Obserwowalna p.p.l. U = {(X1, Y1),...,(X,, Ya)} z rozktadu Px y.

Na jej podstawie estymator (x) uzywany do prognozy zmiennej Y©:

Vo =#(X%)
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(iii) Estymacja gestosci zmiennej losowej Y

Yi,..., Yy p.p.l. z rozktadu Py o gestosci f. Estymacja f w oparciu o
model parametryczny M = {fy}yco.

(iv) Estymacja gestosci warunkowej

(X1, Y1),...,(X,, Ya) p.p.l. z rozktadu Px y na RP x R. Estymujemy
gestos$¢ warunkowa Y pod warunkiem X = x w oparciu o model
parametryczny

M = {fH(x)}OEO, xERP



Problem prognozy

(X%, Y?) ~ Px_y niezalezna od U.

- Jak dalece £(X°) rézni sie od Y ? (Problem (i) i (ii))

- Jak dalece gestos¢ fj rézni sie od gestosci 7 (problem (iii))

- Jak dalece gestos¢ fj xo) rézni sie od gestosci fyoxo? (problem (iv))

Btedy rozpatrywane w (iii) i (iv) beda zwigzane z problemem prognozy.



Funkcje straty

~

Problemy (i) i (ii): L(y,f(x)) > 0:
(v —F(x))2 |y = F(X)|, {y # F(x)} (funkgja straty 0-1 dla problemu (ii)).

~

Problemy (iii) i (iv): L(y,0(x)) :

L(y,0) = —2log f;(y)

~

L(y,0(x)) = —2log fé(x) (¥)



Btad predykcji (uogdlnienia)

(X%, Y?) ~ Px_y niezalezna od U.
Erng = E(L(Y®, FOON) (), (i)

Erng = E(L(Y,O(X) ) (iif), (iv)

Warunkowy btad predykcji ( w (ii): prawdopodobienstwo btedne;
klasyfikacji), Erry = G(U) jest funkcja préby U.

Dla ustalonej préby uczacej U konstruujemy predyktor Fi oceniamy jego
dziafanie dla nowej obserwacji (X%, Y?).

Miara jakosci odpowiadajaca faktycznej funkcji predyktora.



Bezwarunkowy btad predykcji

Err = E(Erny)

"Usredniamy losowos$¢ préby uczacej, na podstawie ktérej skonstruowano
predyktor’ (Hastie et al., ESL).

Wewnatrzprébkowy btad predykgji (in-sample error)

Y? ~ Py|x_x, niezalezne, i =1,2,...,n.

YO = (YO,..., Y0y
1< o
Errip = — ; Evo(L(Y?, F(Xi)|)

Losujemy indeks / € {1,...,n}, nowa obserwacja Y? w punkcie X; dla
i =1, dla niej oczekiwany btad predykgcji.



Estymatory btedu predykcji

estymator metodg proby testowej
estymator metoda powtérnego podstawienia err

estymator kroswalidacyjny EArrCV

estymator metoda bootstrap EArrboot



Estymator metoda proby testowe;

Oprécz préby uczacej U dysponujemy réwniez w petni obserwowalng
préba testowa 7 (D=UUT,UNT =0),|T|=m

- 1 N
Ermy = — Z; H{(X;, Vi) € T £(X) # Yi}.

Mamy
Er(Ermy|U) = Erry

Nieobcigzone oszacowanie prawdopodobienstwa btednej klasyfikacji.

Ale czgsto w powyzszym schemacie bedziemy uzywac estymatora 5 a nie
fu - wtedy zbyt konserwatywnie z reguty oceniamy prawdopodobienstwo
btednej klasyfikacji tego klasyfikatora.



Trudny problem: Err; = 0.05,

Erry (1 — Erry) _> /0.05 x 0.95 <001
m m

m > 1900 !!

Dwie mozliwosci zastapienia préby testowe;j:

@ metoda analityczna - uwzglednienie obcigzenia estymatora metoda
powtdrnego podstawienia

@ metoda reprébkowania - efektywne ponowne uzycie préby uczacej



Estymator metoda powtdrnego podstawienia

ZL (X;), ).

err jest naturalnym estymatorem Erry. Ale: elementy proby U petnig
funkcje niezaleznych od U obserwacji (X, Y). Jest estymatorem
'optymistycznym’ w tym sensie, ze z reguty mozemy sie spodziewaé, ze

err < Erry.
Mozemy poréwnac

Ey(err|X) z  Ey(Erry|X)
Y=(Yio Vo) X=(X0,..., %)



Twierdzenie 1. Dla kwadratowej funkgji straty w (i) i 0-1 w (ii)

Ey(efr|X) = Ey(Erri|X) — 2 § "Cov( V3, Yi|X).
n
i=1

Im bardziej elastyczna metoda predykcji (silnej skorelowane Yii Y;) tym
wiekszy optymizm err. Czton

9 n
E Z COV(\/,-’ \/llx)
i=1

kara kowariancyjna.




Dowdéd Poréwnujemy przy ustalonym X kwadraty wyrazen

(Yi—F(X;) (1) z (Y2 - (X)) (2)

~

(1) = (Yi = F(X)) = (F(X)) = E(F(X)IX) + (F(X;) — E(F(X)IX)
= A+B+C

Q)=A+B+C A=Y —£f(X)
Liczymy E((1)?X) i E((2)?|X)

2E(A x B|X) # 2E(A' x B|X)

E(A'B|X) = Ey(E(A'BIX,Y)) = Ev(BE(AX,Y)) =0
E(AB|X) = Cov(Y;, Yi|X)



Model liniowy

Przypadek szczegdlny (i):
Yi=XB+e¢;
Xi = (Xi17 cee aXip)lv /8 = (617 cee 75;7)/-

X = (Xy, Xz, ..., X,) macierz eksperymentu n X p z wierszami =
X/, X! X!
1, X5, ... X

Z definicji Erriy = n™1 31, Eyo (Y2 — F(Xi))?|U)

1 R
Ev(Ermin|X) = 0® + —E(|[XB — XB|*|X)



Fakt Dla modelu liniowego

S Cov(¥, YilX) = po?,
i=1

jesli rzad X = p i 02 = Var(e).
Dowéd Y = HX, gdzie H = X(X’X)~1X’
zn:COV(Vn Yi|X) = E((HY — XB)'¢)[X) =
i=1
= E(e'He) = po?.

Tylko w przyblizeniu prawdziwe dla innych modeli i metod !



Dla modelu liniowego i kwadratowej funkcji straty estymator Ey (Erriy|X)
ma postaé

1
eir+2262 = “Rss + 2852 (x)
n n n
Jesli E6? = 02 to () nieobciazony estymator E(Err;,|X).

W takiej sytuacji nieobcigzony estymator %E(HXE’)’ — X03|[?|X) ma postaé

‘G

C = 7R55+2; - 6%

Funkcja kryterialna Mallowsa.



Estymator kroswalidacyjny (rotacyjny) oczekiwanego btedu

prognozy Err

Modele (i) i () Prébe U dzielimy na K > 1 w przyblizeniu réwnych

czgdci. ki {1,...,n} — {1,..., K} (funkcja przynaleznosci do elementu
podziatu). Y F=Fi(X ;) prognoza Y; na podstawie préby z usunietg
i-t3 czescia.

BN —
= LYY
=1

Y; prognozowana na podstawie préby niezaleznej od Y; zgodnie z
definicja Err.

Co estymujemy? U4 ~': préba z usunieta i-ta czescia.

Oszacowanie btedu

K
Z LX, V) U™T) = E(Erry-1)

X \



Nie estymujemy warunkowego btedu klasyfikatora dy dla danej préby U
tylko oczekiwany btad klasyfikatora di;—1 = Errpk—1)/k)

Hypothetical learning curve
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Uwagi o estymatorze kroswalidacyjnym

1. Liczba podziatéw K = 5,10 i K = n. (leave-one out). W ostatnim
przypadku najmniejsze obcigzenie estymatora (jako oszacownania Err,
dla licznosci préby n), najwieksza wariancja (skorelowanie czynnikéw w
definicji CV.

2. Obciazenie estymatora kroswalidacyjnego jako estymatora Err, dla
K = 5,10 moze by¢ znaczne.



3. Niestabilnos¢ CV zwigzana z losowoscig podziatu na K czesci.
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CV jako metoda estymacji Erny i Err

Przyktad (ESL, rozdziat VII)

(Y,X) € {0,1} x R®: Y =1 jesli 1°, X; > 5, 0 w przeciwnym
przypadku.

CV-10 i CV leave-one-out jak estymatory Erry i Err liczone dla 100 préb
uczacych (n = 80).

Metoda estymacji: regresji liniowa dla najlepszego podzbioru predyktoréw
danej licznosci (argmin .|y =, RSSm)

Czerwona linia - Err

Czarna linia - ECVyg i ECV,
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