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Informacje ogólne

1. Informacje ogólne
Załóżmy, że J ∈ N. Zdefiniujmy następujące zbiory:

G := {F : RJ → R | F jest dystrybuantą},

D := lin{F − G | F ,G ∈ G}.

Zbiór G będziemy rozpatrywać z metryką supremum:

||F − G || = supx∈RJ |F (x)− G (x)|, F ,G ∈ G.

Niech m ∈ N, a Θ ⊂ Rm jest przestrzenią parametrów. Interesować nas
będzie model statystyczny postaci

{Fθ : θ ∈ Θ} ⊂ G.
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Informacje ogólne

Definicja
Funkcję T : G → Θ nazywamy funkcjonałem statystycznym.

Definicja
Funkcjonał statystyczny T nazywamy zgodnym w sensie Fishera, gdy

T (Fθ) = θ, θ ∈ Θ.

Definicja
Funkcjonał statystyczny T nazywamy różniczkowalnym w sensie Fréchet w
punkcie F ∈ G, gdy istnieje taki funkcjonał liniowy T ′ : D → Rm, że

|T (G )− T (F )− T ′(G − F )| = o(||F − G ||),

gdzie | · | jest metryką euklidesową w Rm.
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Wielowymiarowy rozkład normalny

2. Wielowymiarowy rozkład normalny
Rozpatrujemy J-wymiarowy rozkład normalny

N(Xβ,Σ),

gdzie
X ∈ RJ

a jest znaną macierzą o a niezależnych kolumnach;

Σ =
∑k

i=1 σ
2
i Vi , gdzie V1, . . . ,Vk ∈ RJ

J są znanymi symetrycznymi,
nieujemnie określonymi i liniowo niezależnymi macierzami;
β = (β1, . . . , βa)T ∈ Ra, przy czym
θ = (β1, . . . , βa, σ1, . . . , σk)T ∈ Θ ⊂ Rm, gdzie m = a + k , jest
wektorem nieznanych parametrów.
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Wielowymiarowy rozkład normalny

Gęstością rozpatrywanego rozkładu N(Xβ,Σ) jest

f (y |θ) = (2π)−
J
2 |Σ|−

1
2 exp[−1

2
(y − Xβ)T Σ−1(y − Xβ)], y ∈ RJ ,

która po zlogarytmowaniu i pewnym uproszczeniu przyjmie postać

L(y |θ) = ln |Σ|
1
2 +

1
2

(y − Xβ)T Σ−1(y − Xβ), y ∈ RJ .

W celu otrzymania estymatora odpornego parametru θ, uogólniamy drugi
składnik powyższej sumy i otrzymujemy:

Φ(y |θ) = ln |Σ|
1
2 + ϕ[

1
c2 (y − Xβ)T Σ−1(y − Xβ)], y ∈ RJ ,

gdzie c > 0 jest stałą odpowiednio dobraną do funkcji ϕ : R → R.
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Wielowymiarowy rozkład normalny

Funkcjonał statystyczny
Definiujemy funkcjonał statystyczny T : G → Θ wzorem

T (G ) = argminθ∈Θ

∫
Φ(y |θ) dG (y) dla G ∈ G,

gdzie

Φ(y |θ) = ln |Σ|
1
2 + ϕ[

1
c2 (y − Xβ)T Σ−1(y − Xβ)], y ∈ RJ .

(B1) Funkcja ϕ ma nieujemną pochodną na [0,+∞).
(B2) Funkcja xϕ′(x2) ma nieujemną pochodną na [0,+∞) oraz istnieje
takie x0 > 0, że 2x2

0ϕ
′(x2

0 ) > J.
(B3) Funkcje ϕ′ i ϕ′′ są ograniczone.
(B4) Funkcje xϕ′(x2) i x2ϕ′′(x2) są ograniczone.
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Wielowymiarowy rozkład normalny

Twierdzenie (Dobór stałej c)

Jeżeli funkcja ϕ : R → R spełnia warunki (B1) i (B2) oraz (Y1, . . . ,YJ)T

ma J-wymiarowy rozkład normalny N(0J , IJ), to istnieje takie
jednoznacznie wyznaczone cϕ > 0, w którym funkcja

c 7−→ J ln(c) + Eϕ(
J∑

j=1

Y 2
j

c2 ), c > 0,

osiąga minimum globalne.
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Wielowymiarowy rozkład normalny

Twierdzenie (Zgodność w sensie Fishera)
Jeżeli funkcja ϕ : R → R spełnia warunki (B1) i (B2) oraz c = cϕ, to
funkcja

θ 7−→
∫

Φ(y |θ) dFθ0(y), θ ∈ Θ,

osiąga minimum globalne w punkcie θ = θ0.

Twierdzenie (Różniczkowalność w sensie Fréchet)
Jeżeli funkcja ϕ : R → R spełnia warunki (B1)-(B4) oraz c = cϕ, to

T (G )− T (Fθ) = −M(θ)−1
∫
ψ(y |θ) dG (y) + o(||G − Fθ||),

gdzie ψ(·|θ) = ∂Φ(·|θ)
∂θ , a M(θ) =

∫
{∂ψ(y |θ)

∂θ } dFθ(y).
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Wnioski

3. Wnioski
Jeżeli funkcja ϕ : R → R spełnia warunki (B1)-(B4) oraz c = cϕ, to
funkcjonał statystyczny

T (G ) = argminθ∈Θ

∫
Φ(y |θ) dG (y) dla G ∈ G,

gdzie

Φ(y |θ) = ln |Σ|
1
2 + ϕ[

1
c2 (y − Xβ)T Σ−1(y − Xβ)], y ∈ RJ ,

jest zgodny w sensie Fishera i różniczkowalny w sensie Fréchet w
Fθ, θ ∈ Θ.

Estymator odporny parametru θ ∈ Θ

Dla n ∈ N estymator parametru θ ∈ Θ definiujemy następująco:

θ̂n := T (F̂n),

gdzie F̂n jest dystrybuantą empiryczną.
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Wnioski

Dla tak zdefiniowanego estymatora mamy

√
n(θ̂n−θ) = −M(θ)−1√n

∫
Ψ(y |θ) dF̂n(y)+

√
n||F̂n−Fθ||

o(||F̂n − Fθ||)
||F̂n − Fθ||

,

a więc jego rozkład można przybliżać rozkładem normalnym z wartością
oczekiwaną θ i macierzą kowariancji postaci

1
n
M(θ)−1{

∫
Ψ(y |θ)Ψ(y |θ)T dFθ(y)}[M(θ)−1]T .
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