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Problem testowania
Niech X = (X1, ..., Xn) będzie próbą z ciagłego rozkładu o
gęstości g(x). Testujemy

H0 : g(x) ∈ {f(x;β), β ∈ B}, gdzie f(x;β) =
1

β2
f

(
x− β1
β2

)
i

f(x) =
exp(−x)

(1 + exp(−x))2
.
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Klasa gładkich alternatyw

gk(x; η) = ck(θ) exp
{ k∑
j=1

θjφj(F (x;β))
}
f(x;β), (1)

gdzie θ ∈ Rk, η = (θ, β), ck(θ)- stała normująca, φ0 ≡ 1, φ1, φ2, ...
ortonormalny układ wielomianów Legendre’a na [0, 1],
F - dystrybuanta rozkładu logistycznego.

W rodzinie (1) hipoteza H0 jest równoważna hipotezie

H∗0(k) : η = η0 = (0, β).
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Janic i Ledwina (2009) Journal of Statistical Theory and
Practice.
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Wprowadzamy oznaczenia:

`(x; η) = log gk(x; η);

˙̀
η(x; η) =

∂

∂η
`(x; η) =

(
˙̀
θ(x; η), ˙̀

β(x; η)
)
.

Dla rodziny wykładniczej (1) uzyskujemy:

˙̀
θ(x; η0) = ˙̀

θ(x;β) =
(
φ1(F (x;β)), ..., φk(F (x;β))

)
oraz ˙̀

β(x; η0) = ˙̀
β(x;β) =

∂

∂β
log f(x;β).
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Dla rozkładu logistycznego:

˙̀
β1(x;β) =

1√
3

˙̀
θ1(x;β) =

1√
3
φ1(F (x;β)).

Zdefiniujmy efektywny wektor wynikowy:

`∗(x;β) = ˙̀
θ(x;β)− ˙̀

β(x;β)Iββ
−1Iβθ.

Wprowadzamy teraz

I∗ = Eη0 [`∗(X;β)]T [`∗(X;β)]

i otrzymujemy

I−1∗ = I + Iθβ[Iββ − IβθIθβ]−1Iβθ.
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Dla rozkładu logistycznego:

Iββ − IβθIθβ = 1
β2
2

(
0 0

0 3+π2

9 −
∑k

j=1m
2
j

)
, gdzie

mj =

{
0, j parzyste,

2
√
2j+1

(j−1)(j+2) , j nieparzyste.

Wyrzucamy z rodziny wykładniczej (1) wielomian φ1 i
k-wymiarowa rodzina ma postać:

g∗k(x; η) = ck(θ) exp
{ k+1∑
j=2

θjφj(F (x;β))
}
f(x;β). (2)
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Efektywna statystyka wynikowa

Niech β̃ jest niezmienniczym estymatorem β. Efektywna statystyka
wynikowa dla H∗0(k) w rodzinie (2) dana jest wzorem

Wk(β̃) =
[ 1√

n

n∑
i=1

`∗(Xi; β̃)
]
I−1∗

[ 1√
n

n∑
i=1

`∗(Xi; β̃)
]T

(3)

=

k∑
j=1

{
√
nUj(β̃)}2, gdzie Uj(β) =

[ 1

n

n∑
i=1

`∗(Xi;β)
]
(I−1∗ )1/2.

Efektywne statystyki wynikowe zostały wprowadzone przez
Neymana (1954, 1959) a testy oparte na tych statystykach nazwane
testami C(α) (Neyman, 1959).
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Zastosowane reguły wyboru:

Janic i Ledwina (2009)

S1 = S1(β̃) = min
{
k, k = 1, ..., d(n) : Wk(β̃)− k log n ≥

Wj(β̃)− j log n, j = 1, ..., d(n)
}
.

(4)

W przypadky β̃ = β̂ reguła S1 została przebadana przez
Kallenberga i Ledwine (1997). Reguła S1 z estymatorami
największej wiarygodności została zaproponowana również przez
Aerts, Claeskens i Hart (2000).
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Inglot i Ledwina (2006)
Definiujemy nową karę

Π(j, n) = j log n · 1A′
n

+ 2j · 1An , gdzie

An = { max
1≤j≤d(n)

|
√
nUj(β̃)| >

√
c log n} (5)

i nową regułę

T1 = T1(β̃) = min
{
k, k = 1, ..., d(n) : Wk(β̃)−Π(k, n) ≥

Wj(β̃)−Π(j, n), j = 1, ..., d(n)
}
.

(6)
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Jak wyznaczamy c? (Inglot i Janic, 2009)

Barierę c wybieramy tak, aby P0(An) = δ. Przy H0

(
√
nU1(β̃), ...,

√
nUd(n)(β̃)) ≈ (Z1, ...Zd(n)).

Zatem, wykorzystyjąc powyższą aproksymację, wyznaczamy c z
równania

Φ(
√
c log n) = 1− δ

2d(n)
.

Przyjmijmy δ = 0.025, w symulacjach d(n) = 12. Zatem dla
n = 50 dostajemy c = 2.394, a dla n = 100 dostajemy c = 2.033.
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Estymatory:
Stosujemy estymatory uzyskane metodą momentów

β̃[m] =
(
X̄,

√
3

π
S
)
.

Statystyki:

WS1 = WS1(β̃[m])(β̃[m]);

WT1 = WT1(β̃[m])(β̃[m]).
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Twierdzenie 1
Janic i Ledwina (2009)
Przy pewnych założeniach o szybkości zbieżności d(n)

P0(S1 > 1)→ 0

i w konsekwencji
WS1

D→ χ2
1 przy H0.
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Twierdzenie 2
Przy pewnych założeniach o szybkości zbieżności d(n) i dla c ≥ 2

P0(An)→ 0 dla n→∞.

Zatem
P0(T1 = S1)→ 1 gdy n→∞

i w konsekwencji

P0(T1 > 1)→ 0 oraz WT1
D→ χ2

1 przy H0.
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Tabela 1. Wartości krytyczne WS1 i WT1,
d(n) = 12, α = 0.05, 30000 MC.

WS1 WT1

n = 50 5.8831 7.3262 (c = 2.4)
n = 100 5.3429 7.0440 (c = 2.0)
n = 500 4.2810 4.5561 (c = 2.0)
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Tabela 2. Opis przykładowych alternatyw użytych w symulacjach.

Symbol Gęstość/Definicja
Beta(p, q) xp−1(1− x)g−1{B(p, q)}−1, x ∈ (0, 1)
LC(p,m) pϕ(x−m) + (1− p)ϕ(x), x ∈ IR
LG(p, q) q−p{Γ(p)}−1 exp{px− q−1 exp(x)}, x ∈ IR
LN(g, d) X = exp{d−1(Z − g)}
SB(g, d) X = exp{d−1(Z − g)}[1 + exp{d−1(Z − g)}]−1
SC(p, d) d−1pϕ

(
d−1x

)
+ (1− p)ϕ(x), x ∈ IR

SU(g, d) X = sinh{d−1(Z − g)}
TU(λ1, λ2) X = [Uλ1 − 1]/λ1 − [(1− U)λ2 − 1]/λ2

pj(x; ρ) = g12(x; η), gdzie η = (θ, β1, β2) = (ρej , 0, 1);
hj(x, ρ) = f(x)(1 + ρ cos(πjF (x)));
e1, ..., e12 jest standardową bazą w przestrzeni Euklidesowej IR12.
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Rysunek 2. n = 100, d(n) = 12, α = 0.05, 10000 MC.
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Rysunek 3. n = 50, d(n) = 12, α = 0.05, 10000 MC.

0

20

40

60

80

100

0 1.0 1.5 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 …

po
w

er

c

p2(x;0.8)

p8(x;0.8)

60

80

100

po
w

er

h2(x;0.8)

h8(x;0.8)

0

20

40

60

80

100

0 1.0 1.5 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 …

po
w

er

c

p2(x;0.8)

p8(x;0.8)

0

20

40

60

80

100

0 1.0 1.5 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 …

po
w

er

c

h2(x;0.8)

h8(x;0.8)

Alicja Janic Adaptacyjne wersje gładkiego testu zgodności z rozkładem logistycznym



Efektywna statystyka wynikowa
Rezultaty teoretyczne

Symulacje
Bibliografia

Wartości krytyczne
Alternatywy
Moce WT1 w zależności od c
Symulacje mocy

Porównujemy empiryczne moce testów opartych na statystykach:

CvM (statystyka - Craméra - von Misesa) - test typu EDF
(Stephens, 1992);
AN - test typu χ2 (Aguirre i Nikulin, 1994);
WS1 (Janic i Ledwina, 2009);
WT1.
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Rysunek 4. n = 100, d(n) = 12, α = 0.05, 10000 MC.
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Rysunek 5. Alternatywy symetryczne. n = 50, d(n) = 12.
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Rysunek 6. Alternatywy skośne. n = 50, d(n) = 12.
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