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Opis problemu

Jakimi szeregami zajmujemy sie?

L, dute obciazenie male obciaéenie
@ Dtugos¢ szeregu czasowego ala wariania duta variancia
T € (50,300) 3 T -
X
o Liczba skfadowych K € (3,20) 8
g test set
@ Wystepuje korelacja pomiedzy E, /
poszczegdlnymi sktadnikami B

’ /

training set

Cel: wybér parametréw modelu

e ZL070NOSC MODELU duta

Chcemy wybraé optymalne
parametry modelu RRVAR(p, r):
p — rzad autoregresji

r — rzad macierzy wspétczynnikéw Rysunek: Poréwnanie btedu

predykcji dla ,training set” i ,test
set” w zalezno$ci od stopnia
ztozonosci modelu
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Idea upraszczania modeli

Dlaczego warto stosowac

modele o zredukowanym
rzedzie?

@ Lepsza interpretacja
zalezno$ci pomiedzy
sktadowymi szeregu
czasowego

@ Poprawa zdolnosci
predykcyjnych

@ Mniejsza liczba
estymowanych
wspotczynnikéw

o Pozwalaja wyznaczyé
profile kanoniczne
(wizualizacja)

Wykres prredstawiajacy zaleznosc  Sumaryczny blad wrzgledny — Maksyralny blad wzgledny

ilosci parametrow od r dia predykeji jednokrokowej  dla predykci jednokrakowej
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dla predykcji 5-krokowej dla predykcii 5-krokowej
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40 e
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Rysunek: Poréwnanie modelu RRVAR z
modelem VAR dla K =15 oraz r =5
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SPECYFIKACJA
MODELU RRVAR




Model bazowy

Definicja (Model VAR(p))

Szereg czasowy {Y:} jest szeregiem czasowym z modelu VAR(p)
(ang. Vector Autoregression) jezeli:

Yi =1V 1+ DY o+ -+, Y p+ e,

gdzie:
o Ye= (Y1, Yor,- -, Ye) T
o ®;dlai=1,...,p jest macierza wspétczynnikéw wymiaru
(K x K)
© € = (€1t, €21, €Ke)
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Model wtasciwy

Definicja (Model RRVAR(p, r))

Szereg czasowy {Y:} jest szeregiem czasowym z modelu
RRVAR(p, r) (ang. Reduced Rank Vector Autoregression) jezeli:

Yt:ABXt+€t (tzl,...,T)

gdzie:
o Xy =[Y{_1,..., Y{_,]' — wektor kolumnowy wymiaru: Kp x 1
o A — macierz wspétczynnikéw wymiaru K X r
o B=[By,By,...,Bp| — macierz wymiaru r x Kp
o B; — macierz wspdtczynnikéw wymiaru r x K
o ¢; — wektor btedu o nieosobliwej macierzy kowariancji

Zauwazmy, ze macierze wspdfczynnikéw z wyjsciowego procesu VAR(p)
wyrazaja sie przy pomocy wspdtczynnikdw RRVAR(p, r) w nastepujacy

sposéb ®; = AB;.
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Posta¢ macierzy kowariancji

Model RRVAR jest w petni okreslony przy pomocy nastepujacych
macierzy kowariancji:

o Yyy = Cov(Y:, Vi) = E(YY')

o Yxy = Cov(X:, Yy) = E(XY)

o Yxx = Cov(Xt, X¢) = E(XX')

0 X, = COV(Gt, Gt) = E(ee') =Yvyy — ZYXZ;}(ZXY
Struktura macierzy kowariancji w modelu VAR, a tym samym tez
w modelu RRVAR jest struktura blokowa, gdzie budujacymi je
elementami s3 odpowiednie macierze autokowariancji zdefiniowane,
jak ponizej:

Macierz autokowariancji z opéznieniem j okreslana jest w
nastepujacy sposoéb:

() = E[Y:Yiyl-
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Estymacja wspotczynnikéw macierzowych
Posta¢ macierzy kowariangji

Korzystajac z tych oznaczeh odpowiadajace macierze kowariancji
przyjmuja postaé: yy = (0),

I'(O) r(l)’ .. r(p _ 1)/ |'(1)
Yxx = r('l) r(.o) ... T(p - 2) o r(.2)
(p-1) Mp-2) ... 1) o

Co gdy det(Xxx) jest bliskie zera?

Gdy det(Xxx) jest bliskie zera dokonujemy regularyzacji, to znaczy
dodajemy macierz A\/. W ten sposéb otrzymujemy model RRRVAR.
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Estymacja wspotczynnikéw macierzowych
Posta¢ macierzy wspétczynnikéw

Przy znanych parametrach p i r macierze wspoétczynnikéw
wyrazaja sie nastepujaco:

Alp,r) = Q2[V,...,V]=Q2V =[a1,..., ],
B(par) = V/Q%ZYXZ)_()I(Z[BL"':B!'L
gdzie V =[V4,..., V] iV, jest wektorem wtasnym (kolumnowym)

odpowiadajacym j-tej najwickszej wartosci wtasnej )\J? macierzy

W = Q%ZYXZ)_&ZXyQ% (=1,...,r). W praktyce nalezy
zamienié¢ autokowariancje teoretyczng autokowariancja probkowa.

| A

Funkcje wagowe

Najbardziej powszechnymi i uzytecznymi przyktadami macierzy
wagowej Q w zagadnieniu minimalizacji s3 Q = 2;51, oraz
Q=31
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KRYTERIA WYBORU
MODELU RRVAR(p, r)



W jaki sposéb wybieramy parametry modelu?

Dwa podejscia

Rozpatrujemy dwie zasadnicze kategorie metod stuzacych do
wyboru parametréw p i r:

o Dla pierwszego z nich, przy pomocy kryteriéow wybierane sa
réwnoczesnie rzad autoregresji p oraz rzad macierzy
wspotczynnikéw r. Do metod jednoczesnego wyboru
parametréw nalezg kryteria oparte na funkcji wiarogodnosci
oraz kryteria oparte na btedzie predykcji.

o Drugi typ metod najpierw wybiera rzad p przy pomocy
kryteriéw wybierajacych zwykty model VAR. Nastepnie znajac
juz parametr p stosujemy testowanie sekwencyjne, przy
pomocy ktérego wyznaczamy rzad macierzy wspotczynnikéw
modelu RRVAR r.
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Jednoczesny wybér obu parametréw

Wybér parametréw p oraz r

Wyrézniamy nastepujace kryteria stuzace do jednoczesnego
wyboru parametréw p oraz r:

kryterium Akaika (AIC)
kryterium Schwarza (SC)

©

kryterium Hannana-Quinna (HQ)
kryterium FPE

kryteria oparte na metodzie cross-validation (CV)

e 6 6 o o

kryterium oparte na metodzie bootstrap (TRERR)
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Jednoczesny wybér obu parametréw

Wybér parametréw p oraz r

AIC(p,r) = In|Sc(p, r)| + [T 2 (rKp + rK — rz)}

InT

SC(p,r)=1In|S(p,r)| + [T

(er + rK — rz)]

HQ(p, r) = In|Lc(p, r)| + [%}?T; (rKp + rK — rz)]

T—p+(1+p)r]K

FPE(p,r) = |Sc(p, )| [T —p—(+p)r

gdzie:

£ulp.r) = (Yo = Clp. VX )V = Clp. X,
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Dwukrokowy wybér parametrow

Krok pierwszy — wybér rzedu autoregresji p

2pK?
T—p
2pK? + K(K + 1)

AlCy(p) = log|%p| +

AlCcy(p) = log|%,| +

T—p—Kp—K-1
log(T — p) pK>
T—p
2loglog(T — p) pK?
T—p
2loglog(T — p) pK?
T—p—Kp—K-1

T—p+Kp K
T—p—Kp

5Co(p) = /Og|ip| +

HQy(p) = log|%,| +

HQc(p) = log|%p| +

FPE,(p) = £, (
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Dwukrokowy wybér parametrow

Krok drugi — wybér rzedu macierzy wspoétczynnikéw r

W sposéb sekwencyjny, do momentu pierwszego przyjecia hipotezy
zerowej, bedziemy dokonywac¢ weryfikacji nastepujacej hipotezy na
poziomie istotnosci « (przez rank oznaczamy rzad macierzy):

Ho : rank(C) = r* przeciwko Hi : rank(C) > r*,

gdzie r* =1,2,..., K —1, a C jest macierzg wspdtczynnikéw.
Jezeli nie zatrzymamy sie po (K — 1) krokach, to przyjmujemy, ze
macierz C jest petnego rzedu, tzn. r* = K.
Wyrézniamy:

o test Bartletta (B)

o test Bartletta-Lawley'a (BC)

@ test oparty na eliminacji Gaussa

@ bootstrapowe wersje testow
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SYMULACYJNE
POROWNANIE METOD




Scenariusz symulacyjny

o Dtugos¢ szeregu czasowego: T; = 100, T = 250

o Wymiar szeregu czasowego: K3 =5, Ko =9

o Rzad autoregresji: p1 =2, pp = 4

o Rzad macierzy wspétczynnikéw: dla K1 =5:n =2, n =4
orazdla Kb =9: 3 =3o0razr, =06

o Powigzania pomiedzy poszczegdlnymi komponentami
(realizowane przez wartosci osobliwe):

oduze— 60 =1dlai=1,....; 6% =0dlai=r+1,...,K

o érednie -0 =05dlai=1,....,r; 6 =0dla

i=r+1,...,K
o mate—6® =03dlai=1,....r; 0% =0dai=r+1,...,K
o Macierz kowariancji btedu: Zgl) =1,
1 03 ... 03 1 07 ... 07
Zgz): O:3 1 0:3 729): O:7 1 0:7
03 03 ... 1 07 07 ... 1
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Rysunek: Poréwnanie kryteriéw dla K =5, T =100, p=2, r =2 oraz

macierzy kowariancji btedu 29)
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Porownanie kryteriéw — wptyw rzedu macierzy

wspotczynnikéw

B .

Bll=p | Er=2(31)
Hr=2(3)
Dr=4(s1)
Hi=4(5)

20

[
2]

Frakcja popravnie wybranych paramterdw
5

AlC
HZ
FPE
AlCpz B
AlCp z BC
FPEpz B
FPEpz BC
Hopz B
HOp z BC
SCpzB
SCpzBC

Rysunek: Poréwnanie kryteriéw dla r = 2 oraz r = 4 oraz macierzy
kowariancji btedu 29) i ZS) (pozostate parametry K =5, T = 100,
p = 2, duze wartosci osobliwe)
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Porownanie kryteriéw — wptyw rzedu macierzy

wspotczynnikéw

Hr=2 (51
| Er=2(53
| mr=4(81
| B=4(53

o
2}

= M m o mw
o o 2 o o o

=
o o

Frakoja popnaawnie wybranych parametriw
AlC
HQ
FPE
AllpzB
ACpz BC
FFEp z B
FFEp z BC
Hopz B
Hopz BC
SCpz B
SCp z BC

Rysunek: Poréwnanie kryteriéw dla r = 2 oraz r = 4 oraz macierzy
kowariancji btedu 29) i ZS) (pozostate parametry K =5, T = 100,
p = 2, $rednie wartosci osobliwe)
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Porownanie kryteriow — wptyw rzedu autoregresji

100
= Wp=z51
Hp=2(53)
Er) Op=asn
Bp=453)

Rysunek: Poréwnanie kryteriéw dla p = 2 oraz p = 4 oraz macierzy
kowariancji btedu 29) i 29) (pozostate parametry K =5, T = 100,

r = 2, duze wartosci osobliwe)

Frakeja poprawnie wybranych parametrdw

AlCpz B
AlCpz BC
FPEpz B
FFEpz BC
Hdp=zB
HQp = BC

SCpz B
SCpz BC
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Porownanie kryteriow — wptyw rzedu autoregresji

&0 ]
50 | i
=2(51
oS [ | lE:zEsai
I | Op=4arsn
20 - . Hp=4ais:
o . = o - - i

Rysunek: Poréwnanie kryteriéw dla p = 2 oraz p = 4 oraz macierzy
kowariancji btedu 29) i 29) (pozostate parametry K =5, T = 100,
r = 2, $rednie wartosci osobliwe)

Frakeja poprawnie wybranych pararmetriw
8

AlC
HI
sC
FPE
AlCpzB
AlCpzBC
FFERz B
FPEpz BC
Hpz B
HQp z BC
SCpz B
SCpz BC
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Rysunek: Poréwnanie kryterium AIC oraz FPE dla K =5 oraz T = 100
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Rysunek: Poréwnanie kryterium AIC oraz FPE dla K =9 oraz T = 100
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Podsumowanie analizy cz. |

@ Zaréwno zwiekszenie liczby sktadowych, jak i zwiekszenie
rzeczywistego rzedu autoregresji ma bardzo istotny wptyw na
skutecznos¢ kryteridw. W praktyce nie dysponujemy
przewaznie szeregami czasowymi dtuzszymi niz T = 100. Dla
takiego przypadku jedynie w sytuacji duzych wartosci
szczegdlnych kryteria pozostaja jeszcze skuteczne, gdy
zwiekszymy liczbe sktadowych z K =5 do K = 9 lub gdy
zwiekszymy rzad autoregresji z p =2 na p = 4. Dla
pozostatych przypadkéw skutecznos$¢ kryteridw jest mniejsza
niz 40%.

o Wielko$¢ wartosci szczegdlnych macierzy wspdtczynnikéw ma
najwieksze znaczenie na skutecznos$¢ kryteridw. Gdy wartosci
te sg zbyt mate kryteria nie wychwytujg ich, co w praktyce
utrudnia wybér rzeczywistego modelu. Z drugiej strony jednak
wybranie modelu o nizszym rzedzie, w tym przypadku,
powoduje zmniejszenie btedu predykgji.
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Podsumowanie analizy cz. Il

o Zwiekszenie dtugosci szeregu czasowego skutkuje
poprawieniem skutecznosci kryteriéw. Nie zawsze jednak
poprawa ta jest znaczna. W przypadku, gdy niektére wartosci
szczegdlne s3 bardzo mate (mniejsze od 0.3), to wéwczas
nawet przy zwiekszeniu dtugosci szeregu czasowego do
T = 250 kryteria wybieraja poprawny model w okoto
10 — 30% przypadkéw. Natomiast, gdy wartosci szczegdlne s3
juz odpowiednio duze (wieksze niz 0.5) to zwiekszenie szeregu
czasowego do T = 250 powoduje, ze skuteczno$¢ wiekszosci
kryteridw waha sie pomiedzy 75 — 100%.

@ Zmniejszenie rzeczywistego rzedu macierzy wspotczynnikow
powoduje spadek skutecznosci kryteridw.

o Wielkos¢ korelacji pomiedzy sktadowymi wektora btedu ma
zasadnicze znacznie na skutecznos$¢ kryteridw. Zwiekszanie tej
wartosci poprawia skutecznos¢ kryteriow w prawie kazdej
sytuacji.
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Zastosowanie

Wyznaczenie profili kanonicznych, dzieki ktérym mozemy
wyznaczy¢ gtdwne trendy wystepujace w szeregach, a tym samym
mozemy np.

o identyfikowaé sktadowe okresowe (klasyfikacja genéw)

o identyfikacja zachowan klientéw, co pozwala dostosowaé
oferty bankowe

Odkrywanie powigzan pomiedzy sktadowymi szeregu czasowego.

v
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Dziekuje za uwage
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