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Uwagi o A-optymalnych sprȩżynowych układach wagowych – p.1/22



Model

y n× 1

E(y) = Xw, Cov(y) = σ2In

gdzie

w p× 1

σ2

X = (xij) xij = 0, 1, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., p
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Estymator

r(X) = p

ŵ =
(

X
′

X

)
−1

X
′

y

Var (ŵ) = σ2
(

X
′

X

)
−1

Uwagi o A-optymalnych sprȩżynowych układach wagowych – p.3/22



Układ A-optymalny

X ∈ Ψn×p(1, 0)

min

(

tr
(

X
′

X

)
−1
)

Gail, Kiefer (1980, 1982)

Pukelsheim (1993)

Neubauer i inni (1998)
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Neubauer i inni (1998)

X1 ∈ Φp×(n−1)(1, 0)

X
′

1X1 =
(p+ 1)(n− 1)

4p

(

Ip + 1p1
′

p

)

, gdy p jest nieparzyste,

X
′

1X1 =
(n− 1)p
4(p− 1) Ip +

(n− 1)(p− 2)
4(p− 1) 1p1

′

p, gdy p jest parzyste.

p = 5, n− 1 = 10⇒ Φ5×10(1, 0) układ A-optymalny istnieje

p = 5, n− 1 = 11⇒ Φ5×11(1, 0) układ A-optymalny spełniaja̧cy
powyższy warunek nie istnieje
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Macierz układu

X =




X1

x
′





X ∈ Ψp×n(1, 0)

X1 ∈ Φp×(n−1)(1, 0) macierz układu, która spełnia warunki podane
przez Neubauera (1998)

x p× 1 wektor o elementach 1 lub 0
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Układ optymalny dla p nieparzystego

X =




X1

x
′



 ∈ Ψp×n(1, 0)

tr(X
′

X)−1 = 4p3

(n−1)(p+1)2 −
16p2

(n−1)(p+1)2 ·
(p+1)2k−(p+2)k2

(n−1)(p+1)2+2p(p+1)k−4pk2

tr(X
′

X)−1 = 4p3

(n−1)(p+1)2 −
16p2

(n−1)(p+1)2 · ϕ(k)

ϕ(1), ϕ(2), ... , ϕ(p− 1), ϕ(p)
︸ ︷︷ ︸

p wartości

ϕ(m)− ϕ(m− 1)
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Układ optymalny dla p nieparzystego

ϕ(m)− ϕ(m− 1) = χ(m)
θ(m)·δ(m) ,

gdzie

χ(m) = −4p(p+ 1)m2 + 2(p+ 1)(2p− (p+ 1)(p+ 2)(n− 1))m+
(n− 1)(p+ 1)2((p+ 1)2 + p+ 2),

θ(m) = (n− 1)(p+ 1)2 + 4p(p+ 1)(m− 1)− 4p(m− 1)2 =
4p(m− 1)(p+ 2−m) + (n− 1)(p+ 1)2 > 0

δ(m) = (n− 1)(p+ 1)2 + 4p(p+ 1)m− 4pm2 =
4pm(p−m) + 4pm+ (n− 1)(p+ 1)2 > 0

dla każdego p, n oraz m = 1, 2, ..., p
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Układ optymalny dla p nieparzystego

χ(m) = −4p(p+ 1)m2 + 4p(p+ 1)m− 2(p+ 1)2(p+ 2)(n− 1)m+
(n− 1)(p+ 1)2((p+ 1)2 + p+ 2) = 0

∆ = 4(p+ 1)2(p+ 2)2(n− 1)2 + 16p2 + 16p(p+ 1)3(n− 1)

m1 =
4p−2(p+1)(p+2)(n−1))+

√
4(p+1)2(p+2)2(n−1)2+16p2+16p(p+1)3(n−1)

8p(p+1) > 0

m2 =
4p−2(p+1)(p+2)(n−1))−

√
4(p+1)2(p+2)2(n−1)2+16p2+16p(p+1)3(n−1)

8p(p+1) < 0
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Układ optymalny dla p nieparzystego

ϕ(m)− ϕ(m− 1) = χ(m)
θ(m)·δ(m)

ϕ(m)− ϕ(m− 1) > 0, gdy m = 1, 2, ..., ⌊m1⌋ cia̧gր

ϕ(m)− ϕ(m− 1) < 0, gdy m = ⌊m1⌋+ 1, ..., p cia̧gց

m1 =
4p−2(p+1)(p+2)(n−1))+

√
4(p+1)2(p+2)2(n−1)2+16p2+16p(p+1)3(n−1)

8p

p− 1
2
< m1

tr
(
p−1
2

)
− tr
(
p+1
2

)
< 0
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Układ optymalny dla p nieparzystego

Twierdzenie

W nieosobliwym sprȩżynowym układzie wagowym X =




X1

x
′





tr(X
′

X)−1 ­ 4p3

(n−1)(p+1)2 −
4p2

(n−1)(p+1)2 ·
2(p+1)2(p−1)−(p+2)(p−1)2

(n−1)(p+1)2+2p(p−1) .
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Układ optymalny dla p nieparzystego

Ψp×n(1, 0)

X∗ hipotetyczna macierz, która spełnia warunek Neubauera

tr
(

X∗
′

X∗
)

= n(p+1)2

X =




X1

x
′





tr
(

X
′

X

)

= (n−1)(p+1)2 + p−12

tr
(

X∗
′

X∗
)

− tr
(

X
′

X

)

= 1
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Układ optymalny dla p nieparzystego - przykład 1

X =




X1

x
′



 ∈ Ψ(4t+1)×(2(4t+1)+1)(1, 0)

X1 ∈ Φ(4t+1)×(2(4t+1))(1, 0), X1 = N
′

, gdzie

N jest macierza̧ incydencji układu zrównoważony o blokach niekomplet-

nych z parametrami v = 4t + 1, b = 2(4t + 1), r = 2(2t + 1), k =

2t+ 1, λ = 2t+ 1, t = 1, 2, ...
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Układ optymalny dla p nieparzystego - przykład 2

X =




X1

x
′



 ∈ Ψ(4t−1)×(4t)(1, 0)

X1 ∈ Φ(4t−1)×(4t−1)(1, 0), X1 = N
′

, gdzie

N jest macierza̧ incydencji układu zrównoważony o blokach niekomplet-

nych z parametrami v = 4t− 1, b = 4t− 1, r = 2t, k = 2t, λ = 2t, t =

1, 2, ...
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Układ optymalny dla p parzystego

X =




X1

x
′



 ∈ Ψp×n(1, 0)

tr(X
′

X)−1 = 4(p
2
−2p+2)
p(n−1) − 16

p(n−1) ·
(p−1)2k−(p−2)k2

p2(n−1)+4p(p−1)k−4(p−2)k2

tr(X
′

X)−1 = 4(p
2
−2p+2)
p(n−1) − 16

p(n−1) · γ(k)

γ(1), γ(2), ... , γ(p− 1), γ(p)
︸ ︷︷ ︸

p wartości

γ(m)− γ(m− 1)
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Układ optymalny dla p parzystego

γ(m)− γ(m− 1) = ω(m)
ξ(m)·ζ(m) ,

gdzie

ω(m) = −4(p− 1)(p− 2)m2 +
(
4(p− 1)(p− 2)− 2p2(p− 2)(n− 1)

)
m+

p2(p− 2)(n− 1) + p2(p− 1)2(n− 1),

ξ(m) = p2(n− 1) + 4p(p− 1)(m− 1)− 4(p− 2)(m− 1)2 > 0

ζ(m) = p2(n− 1) + 4p(p− 1)m− 4(p− 2)m2 > 0

dla każdego p, n oraz m = 1, 2, ..., p
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Układ optymalny dla p parzystego

ω(m) = −4(p− 1)(p− 2)m2 +
(
4(p− 1)(p− 2)− 2p2(p− 2)(n− 1)

)
m+

p2(p− 2)(n− 1) + p2(p− 1)2(n− 1) = 0

∆ = 16(p− 1)2(p− 2)2+4p4(p− 2)2(n− 1)2+16p2(p− 1)3(p− 2)(n− 1)

m1 =
4(p−1)(p−2)−2p2(p−2)(n−1)+

√
16(p−1)2(p−2)2+4p4(p−2)2(n−1)2+16p2(p−1)3(p−2)(n−1)

8(p−1)(p−2)

m1 > 0

m2 =
4(p−1)(p−2)−2p2(p−2)(n−1)−

√
16(p−1)2(p−2)2+4p4(p−2)2(n−1)2+16p2(p−1)3(p−2)(n−1)

8(p−1)(p−2)

m2 < 0
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Układ optymalny dla p parzystego

γ(m)− γ(m− 1) = ω(m)
ξ(m)·ζ(m)

γ(m)− γ(m− 1) > 0, gdy m = 1, 2, ..., ⌊m1⌋ cia̧gր

γ(m)− γ(m− 1) < 0, gdy m = ⌊m1⌋+ 1, ..., p cia̧gց

m1 =
4(p−1)(p−2)−2p2(p−2)(n−1)+

√
16(p−1)2(p−2)2+4p4(p−2)2(n−1)2+16p2(p−1)3(p−2)(n−1)

8(p−1)(p−2)

p

2
< m1

tr
(
p
2

)
− tr
(
p+2
2

)
< 0
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Układ optymalny dla p parzystego

Twierdzenie

W nieosobliwym sprȩżynowym układzie wagowym X =




X1

x
′





tr(X
′

X)−1 ­ 4(p
2
−2p+2)(p(n+1)−p+1)
p2(n−1)(n+p−1) .
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Układ optymalny dla p parzystego

Ψp×n(1, 0)

X∗ hipotetyczna macierz, która spełnia warunek Neubauera

tr
(

X∗
′

X∗
)

= np2

X =




X1

x
′





tr
(

X
′

X

)

= np2

tr
(

X∗
′

X∗
)

− tr
(

X
′

X

)

= 0
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Układ optymalny dla p parzystego - przykład

X =




X1

x
′



 ∈ Ψ(2t)×(2(2t−1)+1)(1, 0)

X1 ∈ Φ(2t)×(2(2t−1))(1, 0), X1 = N
′

, gdzie

N jest macierza̧ incydencji układu zrównoważony o blokach niekomplet-

nych z parametrami v = 2t, b = 2(2t − 1), r = 2t − 1, k = t, λ =

t− 1, t = 2, 3, ...
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