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Model

E(y) = Xw, Cov(y) = 0*G
gdzie

w pxl1
o2

G n xn macierz diagonalna
X = (xw) Lij — O, 1, 1= 1,2, ceey 1, j = 1,2, ey P
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Estymator

Wong, Masaro (1984)
Ceranka, Katulska (2001)
Ceranka, Graczyk (2003)
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Uktad D-optymalny

X, G

det (X’G,—lx)_1

Pukelsheim (1993)

Gail, Kiefer (1980, 1982)
Neubauer i inni (1998)
Katulska, Przybyt (2007)
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Neubauer i innni (1998)

/ ]_ h /
X, X; = (pz ) (Ip + 1p1p) gdy p jest nieparzyste
D
/ + 2 h ! .
X X; = Efzp n )1) (Ip + 1p1p) gdy p jest parzyste,
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Macierz uktadu

X — X}
X
X,
X=1| x
- Z/ —

x, zp x 1 0elementach 1 lub O
X7 h x p macierz uktadu, ktora spetnia warunki podane przez Neubau-

era (1998)
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Definicja (Katulska, Przybyt (2007))

Nieosobliwy sprezynowy uktad wagowy X = { X1 X } Z macierza
0*G = o?diag(1,...,1,g71), g > 0, jest regularnie D-optymany gdy

p
(p+1) ((pﬂiz(?”_l)) (1 + %) , p nieparzyste

det (X'G7'X) = ,
(p+1) ((pz(?inl;l)) (1 + %) , p parzyste

D - optymalne sprezynowe uklady wagowe — p.7/30



Twierdzenie (Katulska, Przybyt (2007))

Nieosobliwy sprezynowy uktad wagowy X = { X1 X } Z macierza
0*G = o?diag(1,...,1,g71), g > 0, jest regularnie D-optymany gdy
() dla p nieparzystego

X X, = % (Ip + 1p1;)) oraz x 1, = 24*

(i) dla p parzystego

/ _|_2 h / / / _|_2
XXy = PR (T, + 1,1, ) oraz x'1, = 5 lub x1,, = 252,
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Definicja (Katulska, Przybyt (2007))

Nieosobliwy sprezynowy uktad wagowy X = { X1 X Z } Z macierza
0?G = o%diag(1,...,1,97 ', 95 ), 91,92 > 0, jest regularnie D-optymany gdy
() dla p nieparzystego

0(mod4)
0(mod4)

n (8 + g192p?) gdy (p+1)

det (X’G—lx) - 0
7 (6 +g192" (Tépﬂ()g%)) gdy (p+3)

(i) dla p parzystego

§ (5 + g192* <Iz;i)2()€+3)) gdy p = 0(mod4)

det (X’G—lx) -
£ (ﬁ + g192(p* — 1)) gdy (p+2) = 0(mod4)

o\ P
_ _p+l ((p+1)(n 2)) CB=(n—22+ (g1 + g2)p(n — 2),

 (n—2)2 4p
— p+1 (p+2)(n—2)\"
 (n—2)2 4(p+1) '
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Twierdzenie (Katulska, Przybyt (2007))

/

X z} Z macierza

/

Nieosobliwy sprezynowy uktad wagowy X = { X,
0*G = o>diag(1, ..., 1,9, ', g5 '), 91,92 > 0, jest regularnie D-optymany

dla p nieparzystego gdy

X)X, = T (IP + 1p1;9) !

4p
x 1, =271, =2 oraz
- el if (p+1)=0(mod4)
me =Lor 22 if (p+ 3) = 0(mod4)
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Twierdzenie (Katulska, Przybyt (2007))

/

Nieosobliwy sprezynowy uktad wagowy X = { X1 X z } Z macierza
02G = o?diag(1,...,1,97 %, 95 %), 91,92 > 0, jest regularnie D-optymany

dla p parzystego gdy Xin = Elp(;—i)l’; (Ip + 1p1;) | rownoczesnie
a) x1,=2z1,=2 oraz

, £ gdy p=0(mod4)
p22  gdy (p+2) = 0(mod4)

/

b) x1,=2,21,=22 orx'1,=22 71,=2 oraz
£ gdy p=0(mod4)
P2 ody (p+2) = 0(mod4)

c) x1,=2z1, =2t oraz

, E+1 gdy p=0(mod4)
pE2 ody (p+2) = 0(mod4)
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Uktad zrownowazony o blokach niekompletnych

v liczba obiektow
b liczba blokow

k  wielkoSc bloku

r liczba powtorzen

A liczba blokéw, w ktorych wystepuje razem kazda para obiektow

NN’ = (r — M, + \1,1/

Parametry uktadu: v, b, r, k, A
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Macierz uktadu

X — X}
X
X,
X=1| x
- Z/ —

X; = N, N jest macierza icydencji uktadu zréwnowazonego o blo-

kach niekompletnych z parametrami v, b, r, k, A.
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Twierdzenie

Jezeli istnieje uktad zrownowazony o blokach niekompletnych

2k—1)

Z parametramiv =2k — 1, b = %, r =2\, k, Al macierza incydencji
N, to sprezynowy uktad wagowy o macierzy uktadu

() X =

lub

(i) X =

z macierza wariancji 0*G = o?diag(1,...,1,971), g >0,

z macierza wariancji 0°G = o2diag(1,...,1,97 %, 95 %),

jest regula_rnym uktadem D-optymalnym.
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Twierdzenie

Jezeli N jest macierza incydencji uktadu zrownowazony o blokach
niekompletnych z parametramiv =b =4t 4+ 3,r = k = 2(t + 1),
A=1t+1, 4t + 3 Jest liczba pierwsza lub potega liczby pierwszej, to

N/
(DjeSlin=0+1,t0 X = , | z macierza wariancji odiag(1,...,1,¢7 '),
X
N
(ifjeslin=b+2,t0X = | x| zmacierza wariancji o2diag(1, ..., 1,97, 95 1).
Z/

jest regularnym uktadem D_-opty_malnym.
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Twierdzenie

Jezeli N jest macierza incydencji uktadu zrownowazony o blokach
niekompletnych z parametramiv =4t + 1, b=2(4t + 1),r = 2(2t + 1),
k=XA=2t+1, 4t + 1 jest liczba pierwsza lub potega liczby pierwszej, to

N/
(jeSlin=0+1,t0 X = , | z macierza wariancji cdiag(1, ...,1,¢7 '),
X
N
(ifjeslin=b+2,t0X = | x| zmacierza wariancji o2diag(1, ..., 1, g7, 95 1).
Z/

jest regularnym uktadem D_-opty_malnym.

D - optymalne sprezynowe uklady wagowe — p.16/30



Twierdzenie

Jezeli N jest macierza incydencji uktadu zrownowazony o blokach
niekompletnych z parametrami v = t%, b=2t*,r =t>+1, k=X =0,5(t* + 1),
t jest liczba pierwsza, to

(i) jeslin = b+ 1, to sprezynowy uktad wagowy X =

z macierza wariancji o2diag(1, ..., 1,7 1),

(i) jesli n = b+ 2, to to sprezynowy uktad wagowy X = | x

z macierza wariancji o2diag(1, ..., 1,97 ', g5 %), Z
jest regularnym uktadem D-optymalnym.
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Twierdzenie

Jezeli v jest liczba parzysta, to regularny D-optymalny sprezynowy

uktad wagowy z macierza

X =

lub X =

nie istnieje.
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Uktad czesciowo zrownowazony z dwoma klasami partnerow

v liczba obiektow
b liczba blokoéw

k  wielkoSc bloku

r liczba powtorzen

kazdy obiekt ma doktadnie A\, g—tych partnerow, ¢ = 1, 2

Dwa obiekty, ktore sa swoimi g—tymi partnerami wystepuja razem w ),
blokach.

Parametry uktadu: v, b, r, k, A1, A9
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Uktad o grupach podzielnych

Jest to uktad czeSciowo zrownowazony z dwoma klasami partnerow,
w ktérym v = ms obiektow mozna podzielic na m grup po s réznych
obiektow.

Obiekty nalezace do tej samej grupy sa swoimi pierwszymi partnerami,

a obiekty nalezace do r6znych grup sa swoimi drugimi partnerami.

(s—=DAM+(m—=—1A=r(k—-1)

Parametry uktadu: v, b, r, k, A1, A9
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Macierz uktadu - -

X — X}
X
-
X=| «
- Z/ —

/

N, Ny macierze icydencji uktaddéw o grupach podzielnych z

parametrami v, b;, r;, k;, A\, Ao, 1 = 1,2, 0raz

A1l + A2 = A1 + Aog = A
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Twierdzenie
Niech p bedzie liczba parzysta. Jezeli istnieja jest macierza incydencji N; oraz
N, uktadow o grupach podzielnych z tymi samymi schematami partnerstwa i z
parametrami v, b;,r;, k;, A, Ao, © = 1,2, oraz warunki

2(v 4+ 1)(ry +72)

7“1—|-7“2:2)\ bl—l-bgz

v+ 2
sa spetnione, to sprezynowy uktad wagowy z macierza uktadu
N/
(i) X = | iz macierza wariancji o?diag(1,...,1,¢97 1),
X
ub
N/
(i) X=| x| iz macierza wariancji 02diag(1,...,1,97 ", g5 '),
Z/

jest reg_ularn)_/m uktadem D-optymalnym.
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Twierdzenie

Niech v = 6 oraz niech N i N, beda macierzami incydencji uktadow o grupach
podzielnych z takim samym schematem partnerstwa, \11 + A2 = Ao1 + Aao

Z parametrami by =3, r1 =2, k1 =4, A1 =2, Agg =10razby =4, ry = 2,

ko =3, Ao =0, oo = 1.

Jesli X, =[N, Ny ,to

(i) jeSli n = by + by + 1, to sprezynowy uktad wagowy X = [ X1 X }
z macierza wariancji c%diag(1,...,1,g71),

/

(i) jeSli n = by + by + 2, to to sprezynowy uktad wagowy X = [ X, x z }

z macierza wariancji o2diag(1, ..., 1,97 %, g5 %),
jest regularnym uktadem D-optymalnym.
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Twierdzenie

Niech v = 10 oraz niech N; i N, beda macierzami incydenc;ji uktadow
0 grupach podzielnych z takim samym schematem partnerstwa,

A1 + A2 = Ao1 + A9g Z parametrami by = 10, 7y = k1 = A1 = 6,

Aop1 =30razby =12, o =6, ko =5, A1 =0, Agy = 3.

/

Jesli X1 = [Nl NQ] , to

(i) jesli n = by + by + 1, to sprezynowy ukitad wagowy X = [ X, x }
z macierza wariancji o%diag(1, ..., 1,g71),

/

(i) jeslin = by + by + 2, to to sprezynowy ukfad wagowy X = [ X1 X Z }

z macierza wariancji o2diag(1, ..., 1,97 *, g5 ),
jest regularnym uktadem D-optymalnym.
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Twierdzenie

Niech v = 14 oraz niech N, i N, beda macierzami incydencji uktadow
0 grupach podzielnych z takim samym schematem partnerstwa,

A1 + A2 = Ao1 + A9g Z parametrami by = 14, ry = k1 = A1 = 8,

A1 =4 o0razby =16, 1o =8, ko =7, A2 =0, A9y = 4.

/

Jesli X1 = [Nl NQ] , to

(i) jesli n = by + by + 1, to sprezynowy ukitad wagowy X = [ X, x }
z macierza wariancji o%diag(1, ..., 1,g71),

/

(i) jeslin = by + by + 2, to to sprezynowy ukfad wagowy X = [ X1 X Z }

z macierza wariancji o2diag(1, ..., 1,97 *, g5 ),
jest regularnym uktadem D-optymalnym.
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Przyktad 1
Niechn =11, p = 6. Wtedy b = 10 = n — 1. Uklad zrownowazony o blokach

niekompletnych z parametrami v =5, b =10, » =6, k =3, A = 3 Z macierza

1 110011100
1101010011
N=|[1001101T1T10
0011111001
0110100111

JeSliX; =N orazx =[11100],to _
1110011100 1
11010100111
X=|1001101T1T1F01
00111110010
01101001110

jest regularnym D-optymalnym sprezynowym uktadem wagowym.
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Przyktad 2

Niechn =9, p = 6. Wtedy b; + by = 7 = n — 2. Uklady zrownowazone

0 grupach podzielnych z takim samym schematem partnerstwa z parametrami
v==06,0 =3, 11 =2, ki =4 M1 =2, g1 =10raz

v==06, by =4, r9 =2, kg =3, A2 =0, Ago =1

dane poprzez macierze incydencji N, N, z takim samym schematem
partnerstwa dla m = 3, s = 2, gdzie

i i 1 1 1 0 0 0
1 10 1 1 0 1
, 1 000 1 1
N,=|[0 110 11|, N,= , 2
0101 0 1
1 01 1 0 1 3
- - 001 1 1 0
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Przyktad 2 cd.
JeSliX; =[N; Ny|, x =[111000] oraz z =[001110], to

(1101 1 0
01 10 1 1
101 10 1
1 1100 0
X=|1000 1 1
01 010 1
001 1 1 0
1 1100 0
0011 10|

jest regularnym D-optymalnym sprezynowym uktadem wagowym.
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