
Rozważany model k- te rekordy Sformuowanie problemu Klasyczne (zwyk le) rekordy (k = 1) k-te rekordy, k ≥ 2

Dolne oszacowania wartości rekordowych

Agnieszka Goroncy
Uniwersytet Miko laja Kopernika, Toruń

Tomasz Rychlik
Uniwersytet Miko laja Kopernika, IM PAN, Toruń
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Rozważany model

X1,X2, . . .
iid∼ F - cia̧g la.

Momenty

µ = EX1 =

∫ 1

0
F−1(x)dx ,

σpp = E|X1 − µ|p =

∫ 1

0
|F−1(x)− µ|p dx > 0, 1 ≤ p <∞,

σ∞ = ess sup |X1 − µ| = sup
0<x<1

|F−1(x)− µ|

= max{µ− F−1(0+),F−1(1−)− µ}.
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k-te rekordy

Czasy rekordowe:

T
(k)
0 = k ,

T
(k)
n = min

{
j > T

(k)
n−1 : Xj > X

T
(k)
n−1+1−k:T

(k)
n−1

}
, n = 1, 2, . . . .

Wartości rekordowe:

R
(k)
0 = Xk ,

R
(k)
n = X

T
(k)
n +1−k:T

(k)
n
, n = 1, 2 . . . .
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Rozk lady n-tych wartości rekordowych

F
(k)
n (x) = 1− [1− F (x)]k

n∑
i=0

k i

i !
(− ln[1− F (x)])i ,

f
(k)
n (x) =

kn+1

n!
(− ln[1− F (x)])n[1− F (x)]k−1f (x).

Jeżeli F ∼ U(0, 1), to

G
(k)
n (x) = 1− (1− x)k

n∑
i=0

k i

i !
[− ln(1− x)]i , 0 < x < 1,

g
(k)
n (x) =

kn+1

n!
[− ln(1− x)]n(1− x)k−1, 0 < x < 1.
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Sformuowanie problemu

Znaleźć optymalne dolne oszacowania dla

E
R

(k)
n − µ
σp

=

∫ 1

0

F−1(x)− µ
σp

g
(k)
n (x)dx . (1)

dla 1 ≤ p ≤ ∞.

UWAGA: Oszacowania górne dla (1) sa̧ znane:

ERn−µ
σ2

- Nagaraja (1978),

ERn−µ
σp

- Raqab (2000),

ER
(k)
n −µ
σ2

- Raqab (1997),

ER
(k)
n −µ
σp

- Raqab, Rychlik (2002).
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Klasyczne (zwyk le) rekordy (k = 1)

Oszacowania dolne dla

E
Rn − µ
σp

=

∫ 1

0

F−1(x)− µ
σp

gn(x)dx

sa̧ nieujemne.
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Wyniki dla 1 < p ≤ ∞

Twierdzenie

E
Rn − µ
σp

≥ 0.

Gdy 1 < p <∞, to ’=’ osia̧gana w granicy przez mieszaniny
rozk ladów jednostajnych na przedzia lach [α− δ, α + δ] oraz
[β − δ, β + δ], z prawdopodobieństwami θ oraz 1− θ, odpowiednio,
gdzie α = α(p, θ, δ) < β = β(p, θ, δ) sa̧ rozwia̧zaniami równań:

µ = θα + (1− θ)β,

2δ(p + 1)σpp = θ[(µ− α + δ)p+1 − (µ− α− δ)p+1]

+ (1− θ)[(β − µ+ δ)p+1 − (β − µ− δ)p+1],

gdy θ ↗ 1, zaś δ ↘ 0.
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Wyniki dla 1 < p ≤ ∞, c.d.

Gdy p =∞, to ’=’ osia̧gana w granicy przez mieszaniny rozk ladów
jednostajnych na przedzia lach [µ− σ∞, µ− σ∞ + δ] oraz
[µ+ θ

1−θ (σ∞ − δ), µ+ θ
1−θσ∞] z prawdopodobieństwami θ oraz

1− θ, odpowiednio, gdy δ i θ da̧ża̧ do 0, i przez mieszaniny
rozk ladów jednostajnych na przedzia lach
[µ− 1−θ

θ σ∞, µ− 1−θ
θ (σ∞ − δ)] i [µ+ σ∞ − δ, µ+ σ∞] z

prawdopodobieństwami θ oraz 1− θ, odpowiednio, gdy δ ↘ 0 zaś
θ ↗ 1.



Rozważany model k- te rekordy Sformuowanie problemu Klasyczne (zwyk le) rekordy (k = 1) k-te rekordy, k ≥ 2

Wyniki dla p = 1

Twierdzenie

E
Rn − µ
σ1

≥ 1

2
,

’=’ osia̧gana w granicy przez mieszaniny rozk ladów jednostajnych
na przedzia lach [µ− σ1

2θ − δ, µ−
σ1
2θ + δ, ] oraz

[µ+ σ1
2(1−θ) − δ, µ+ σ1

2(1−θ) + δ, ] z prawdopodobieństwami θ oraz
1− θ, odpowiednio, gdy θ i δ da̧ża̧ jednocześnie do 0.

UWAGA
Wszystkie rozk lady, dla których oszacowania sa̧ osia̧gane nie zależa̧
od n.
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Przyrosty zwyk lych rekordów

Dla 1 ≤ m < n z 1 ≤ p ≤ ∞ oraz m = 0 < n z 1 < p ≤ ∞ mamy

E
Rn − Rm

σp
= E

Rn − µ
σp

− E
Rm − µ
σp

≥ 0,

Jedyny wyja̧tek dla m = 0, p = 1:

E
Rn − R0

σ1
= E

Rn − µ
σ1

≥ 1

2
, n ≥ 1.
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n-te wartości k-tych rekordów, k ≥ 2

Oszacowania dla

E
R

(k)
n − µ
σp

=

∫ 1

0

F−1(x)− µ
σp

g
(k)
n (x)dx

sa̧ niedodatnie.
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Wyniki dla 1 < p <∞

Twierdzenie

Niech k ≥ 2, zaś 1 < p <∞. Mamy

E
R

(k)
n − µ
σp

≥ −Bq = −Bq(k , n),

gdzie

Bq
q = α[g (k)

n (α)− g (k)
n (d∗)]q +

∫ d∗

α

(g (k)
n (x)− g (k)

n (d∗))qdx

+

∫ 1

d∗
(g (k)

n (d∗)− g (k)
n (x))qdx ,

dla d∗ ∈ (α, 1) bȩda̧cego jedynym rozwia̧zaniem równania∫ 1

d∗
(g (k)

n (d∗)− g (k)
n (x))q−1dx =

∫ d∗

α

(g (k)
n (x)− g (k)

n (d∗))q−1dx

+α(g (k)
n (α)− g (k)

n (d∗))q−1,
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Wyniki dla 1 < p <∞, c.d.

oraz α, bȩda̧cego jedynym rozwia̧zaniem równania

αg
(k)
n (α) = G

(k)
n (α).

’=’ zachodzi dla granicznego rozk ladu postaci

F−1(x)− µ
σp

=



− (θ+g
(k)
n (α))1/(p−1)

Bq
, x ∈ [0, α),

− (θ+g
(k)
n (x))1/(p−1)

Bq
, x ∈ [α, d∗),

(−g (k)
n (x)−θ)1/(p−1)

Bq
, x ∈ [d∗, 1).
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Wyniki dla p = 1

Twierdzenie

Niech k ≥ 2, zaś p = 1. Mamy

E
R

(k)
n − µ
σ1

≥ −1

2
g

(k)
n (α) = −1

2

kn+1

n!
[− ln(1− α)]n(1− α)k−1,

gdzie α jest jedynym rozwia̧zaniem równania

αg
(k)
n (α) = G

(k)
n (α).

’=’ zachodzi dla granicznego rozk ladu trzypunktowego postaci

P
(

X = µ− σ1

2α

)
= α,

P(X = µ) = 1− ε− α,

P
(

X = µ+
σ1

2ε

)
= ε,

przy ε −→ 0.
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Wyniki dla p =∞

Twierdzenie

Niech k ≥ 2, p =∞ oraz niech α bȩdzie jedynym rozwia̧zaniem
równania

αg
(k)
n (α) = G

(k)
n (α).

Jeżeli α < 1
2 , to

E
R

(k)
n − µ
σ∞

≥ 1− 2G
(k)
n (α) =

1

2k−1

n∑
i=1

(k ln(2))i

i !
− 1,

zaś ’=’ zachodzi dla granicznego rozk ladu dwupunktowego postaci

P(X = µ+ σ∞) =
1

2
,

P(X = µ− σ∞) =
1

2
.
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Wyniki dla p =∞, c.d.

Jeżeli α > 1
2 , to

E
R

(k)
n − µ
σ∞

≥ 1− g
(k)
n (α) = 1− kn+1

n!
[− ln(1− α)]n(1− α)k−1,

zaś ’=’ zachodzi dla granicznego rozk ladu dwupunktowego postaci

P(X = µ− σ∞
1− α
α

) = α,

P(X = µ+ σ∞) = 1− α.
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Przyrosty k-tych rekordów

Dla p > 1 lub p = 1, 1 ≤ m < n, mamy

E
R

(k)
n − R

(k)
m

σp
≥ 0,

z jedynym wyja̧tkiem dla m = 0, p = 1:

E
R

(k)
n − R

(k)
0

σ1
≥ 1

2
.
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