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PLAN REFERATU

e Sformulowanie zagadnienia testowania
wielu hipotez;

e Uogodlnione btedy I rodzaju dla testowania
wielu hipotez: FW ER, FDP, FDR,

e model hierarchiczny dla testowania wielu
hipotez;

e uogolnienia modelu hierarchicznego dla
zaleznych testowan;



Klasyczne sformutowanie zagadnienia

Dane X sa generowane z pewnego
rozktadu prawdopodobienstwa P € ().

Interesuja nas hipotezy dotyczace

rozktadu P

Hi P e w; C ()
dla: =1, 2, ... , m, gdzie liczba testowanych
hipotez m jest bardzo duza (tysiace, miliony
hipotez w analizie danych mikromacier-
zowych lub analizie obrazow z funkcjonal-
nego rezonansu magnetycznego)

Problem: na podstawie statystyk
testowych: 11, 1o, ... , 1;, (lub odpowiednich
p-wartosci) podjac decyzje, ktore z hipotez H;
sq prawdziwe, a ktore falszywe.

W ten sposob otrzymujemy 2" mozli-
wych decyzji do podjecia.




Uogolnienia bledu I rodzaju

Niech R oznacza liczb¢ odrzuconych
hipotez H; w wyniku zastosowania pewnej
procedury jednoczesnego testowania.

Przez V' oznaczmy (nieobserwowana
zmienng) liczbe odrzucen prawdziwych
hipotez H,,

e Family-wise error rate (F'W ER)

FWER =PV >1)
e Procedura testowania konrtoluje F'W ER
na poziomie o gdy
P(V > 1) < «a dla wszystkich P € ()



e False discovery proportion (/"D P)

V/R gdy R > 0
0 gdyR=0"
e False discovery rate (F'DR)

FDP:{

FDR = E(FDP).

Konstruuje si¢ procedury, ktore kon-
troluja uogdlniony btad I rodzaju (FW E R,
F'DR),tzn. takie aby bted ten nie przekraczat
pewnego a € (0;1).

W przypadku miary F'DP szukamy
takiej procedury aby

P(FDP > ~v) < «a dla wszystkich P € ()
dla dowolnych o,y € (0; 1).



Niech F; oznacza p-wartos¢ dla hipotezy H,
dlaz = 1, ..., M Oraz P(l) < P(Q) <..< P(m)
beda uporzadkowanymi p-wartosciami. Dla
ustalonego poziomu kontroli o oznaczmy

M :=max{i € {0,1,...,m+ 1} : Py < ai/m},
gdzie Py == 0, P41y = 1 oraz Ipy =
P,

Procedura Benjamini 1 Hochberga (BH)
odrzuca wszystkie hipotezy H; dla ktérych
P, < Tpy. Gdy M = 0 to wszystkie hipotezy
sq akceptowane.



e W przypadku niezaleznosci statystyk
testowych 77, ... , T, procedura BH
kontroluje F'D R na poziomie a.

Doktadniej Benjamini 1 Hochberg (1995)
otrzymali

FDR < mpa/m < a,
gdzie my jest liczba prawdziwych hipotez
wsrod hipotez H; dlaz =1, ..., m.

e Benjamini 1 Yekutieli (2001) pokazali, ze
procedura BH kontroluj¢ F'D R bez zatoze-
nia o niezaleznosci statystyk testowych,
jesli zamiast @ wezmiemy

a/Z%
j=1



Model hierarchiczny

Efron, Tibshirani, Storey 1 Tusher (2001)
wprowadzili nastgpujacy model testowania
wielu hipotez

Niech H;, = 0 (lub 1) gdy H; jest
prawdziwa (falszywa). Zaktadamy, ze (H,)
sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o
wspolnym rozktadzie Bernoulliego

PH =0=1—-mPH;=1)=7
oraz (P;, H;) sai.i.d. takie, ze
PP < x| H;=0)=u,
PP, < xz|H;=1)=F(x)dlaxz € [0,1],
gdzie F' wspolna dystrybuantg p-wartosci
P; gdy hipoteza H; jest falszywa.




Wtedy dystrybuanta brzegowa (G zmien-
nej losowej F; jest postaci

G(t) = (1 — 1)t +7F(t) dlat € [0, 1].

False nondiscovery proportion okreslamy
jako
N/(m—R) gdy R <m
0 gdy R=m"’
gdzie IV - liczba nieodrzuconych fatszy-
wych hipotez H;.

FNPz{



Okreslmy nastgpujace procesy stochasty-
czne (odpowiedniki FDR 1 FNR)

Do L{P <t} (1 - H,)
S U{P <ty +1{Py >t}
= (t)— Zyill{Pi>t}Hi
- Z£11{Pi>t}+1{P(m)§t}
dlat € |0, 1].

Pon(t) =
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Storey (2002) pokazal, ze przy zalozeniu
modelu hierarchicznego mamy dla ¢ > 0,

Q) = (1 - w>%,
- 1 — F(#)
Q) =G
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Zaktadamy, ze 7 jest znane.

Oznaczmy Tp; :=sup{0 <t <1:Q,(t) < a},
gdzie

Qm(t) — (1 — W)Gm(t)’

Gm(t):%il{ﬂgt}.
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Zauwazmy, 7€
FDR(t) := E (I'n(t)) = Qu(?),
wiec
FDR(Tp;) = «.
Doktadnie; Genovese 1 Wasserman (2004)
pokazali, ze w modelu hierarchicznym

E(T(Tpr)) = a+o(1) dlam — oc.
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Zaktadamy, ze 7 jest nieznane.

Genovese 1 Wasserman (2004) pokazali,
ze nastgpujaca procedura testowania kon-
troluje asymptotycznie F'DR.

Prog odrzucenia hipotez H; okreSlmy
jako

A

T = sup{()ﬁtﬁl:@m(t) Soz},
gdzie
A t
m(t) = (1 —7 :
Qult) = (1= 7) g0
Zaktadamy dodatkowo, ze GG jest wklgsta
oraz estymator 7 jest taki, ze

7=t 1y < 7.
Wtedy
E (Fm(T)) — o+ o(1) dlam — oo,
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Farcomeni (2007) rozwazyt uogolnienia
modelu hierarchicznego. Dopuscit pewne
modele zaleznosci ciagu p-wartosci (F;).

Np. ciag (FP;) jest stacjonarnym ciagiem
a-mieszajacym takim, ze

Z a(k) < 0.

Wtedy
E((Tpr)) = a+o(1)dlam — oo.
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Oznaczmy
to=Q Ha) =sup{0 <t <1:Q(t) <al,

gdzie
Q) = (1= 7).

Niech (); dla: = 1, ..., my odpowiadaja
p-wartosciom dla prawdziwych hipotez H,
oraz R;dla? = 1,..., m — my odpowiadaja
p-wartosciom dla fatszywych hipotez.
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Zaldézmy, ze dlam — oo

a)
™ Py g
m
b1)
] &
—Zl{Q@' <t} =" tg
Mo
b2)
1 m—my
Z 1 {RZ § to} —>P F(to)
m="mo =
¢) (G jest ciagla.
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Mozna pokaza¢ (Furmanczyk(2009)), ze
przy warunkach a), b1), b2), ¢) (gdy 7 jest
znane)

E (T (Tpr)) =a+o(l)dlam — oo

EZn(Tpr)) = 7r1 : ggz;—l—o(l) dla m — oo.

P

Gdy 7 jest nieznane oraz T —" T to

AN

E (Fm(T)) — a+o(1) dlam — oo
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Warunek bl) otrzymujemy np. gdy
istnieje taki ciag k,,, — o0, %"f — 0 gdy

my — 0o oraz

L Sup |P(Qi < t,Q; < to) — P(Qi < 10)P(Q; < t)]

— 0.

Podobnie otrzymujemy b2).

ody istnieje taki ciag k,, — 00, = — ()

gdy m — oo oraz "
sup ‘P(RZ S to, Rj S to) — P(RZ S to)P(Rj § t0)|
‘Z_.]|ka

— 0.
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to

Estymacja

Storey (2002) zaproponowat estymator

~ (570,

dla pewnego s € (0, 1). Jesli G(s) > s,
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Niech

gdzie (£;) i.i.d. Niech

B :Z]‘b]| < 0
=0

oraz gestosC P} jest ograniczona przez K.
Oznaczmy

po=(1+4KB ||£o|oo>\/ Zu(2)

Poldézmy

T = max
t 1 —¢
Wtedy (Furmanczyk (2009))

Pr<m)>1-«a
a stad
Pl—-n<1l-7)>1-q.
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Wyniki Wu (2009)

Wu (2009) wprowadzit nastgpujacy
wariant modelu hierarchicznego

(H;) jest 0-1 procesem stacjonarnym oraz
p-warto$ci (P;) sa warunkowo niezalezne pod
warunkiem (H;).

Wtedy tez
PP < x| H; =0)=u,
PP, < x| H;=1)=F(x)dlax € [0, 1].

Rozwazmy nastgpujace warunki regu-
larno$ci na proces (H;)

- O(v/m)

dla pewnego o2 < 0.
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Oznaczmy

Gin(t)
oraz
UO::sup{OStglzﬁga}.

Wtedy przy pewnych warunkach regularnosci

Vm(To(vpy) — a(l = 7)) = N(0,07)

m(zmwBH)—wi — ggzz;) — N(0,03)

dla pewnych 07 < 00, 03 < 00. oraz

Lo(T) = a+a (71T — W) + Op(m™?).

— T
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Przyktady procesow (H;)

a) uciety proces liniowy
H;, =1{X, <t} dlaustalonegot € R
gdzie

Xi = Z bi&i—;

j=—00

j) 1.1.d. o ograniczonej gestosci,

E ’fj‘d < oo dla pewnego d > 0 oraz

Z |bj‘min(1,d)/2 < 0.

j=—00

oraz (&
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b) model Isinga (pole losowe w A C Z?)
niech
Ly,=2H,—1
Ly=1(lub—1)gdy Hy; = 0 (lub 1) oraz
sasiedztwo punktu s = (J, k)

No=A{U"K) 17 =71+ k= K| =1}

Ly ={L,,a € A}, wtedy rozktad H;
spetnia warunki regularnosci
P(Ls; = ZS|L22\S — ZZQ\S> = P(Lgs = ls| Ly, = ly)
exp(Bls D ien lt)

exp(B D ien lt) +exp(=B D e lt)
dla0 < B < log(1++/2)/2.
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