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Oznaczenia

X ∼ F , Y ∼ G zmienne losowe o gęstościach f i g
odpowiednio;

F−1(u) = inf{x : F (x)  u}, u ∈ (0, 1) - funkcja kwantylowa;
d
duF

−1(u) = 1/fF−1(u) – gęstość kwantylowa (ang. quantile -
density function) rozkładu F ;

fF−1(u) = L(u)(1− u)p, gdzie L(u) jest funkcją wolno
zmieniającą się w 1;

rF (u) = f (u)/F̄ (u) – intensywność awarii.

Fw (u) = 1
E [w(X )]

∫ u
−∞ w(s)dF (s) – rozkład ważony

wyznaczony przez rozkład F z funkcja wagową w : ℝ→ ℝ+.
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Porządki stochastyczne

porządek ilorazu wiarogodności
F ¬lr G ≡ g(x)/f (x) jest rosnący;

porządek hazardowy
F ¬hr G ≡ G (x)/F (x) jest rosnący;

porządek odwrotny hazardowy
F ¬rh G ≡ G (x)/F (x) jest rosnący;

porządek dyspersyjny
F ¬disp G ⇔ fF−1(u)/gG−1(u)  1; u ∈ (0, 1);

porządek wypukły
F ¬c G ⇔ fF−1(u)/gG−1(u) rosnący.
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Klasy rozkładów czasu życia

F jest IFR (DFR), gdy funkcja intensywności awarii rF jest
rosnąca (malejąca).

F jest IFRA (DFRA), gdy funkcja − log F̄ jest gwiaździsta
(antygwiaździsta) na SF (tzn.− log F̄ (t)/t jest rosnąca
(malejąca)).

F jest NBU(NWU), gdy F̄ (t + s) ¬ ()F̄ (t)F̄ (s) dla
wszystkich t, s, t + s ∈ [0,∞).

F jest IRFR (DRFR), gdy funkcja log F jest wypukła (wklęsła)
na SF .
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Model proporcjonalnych szans (Clayton (1974))

Funkcja szans

θF (t) =
F̄ (t)
F (t)

Definicja

Mówimy, że zmienne losowe X i Y spełniają model
proporcjonalnych szans, ze stałą proporcjonalności α > 0, gdy

θG (t) = αθF (t).

Czyli Ḡ(t)
G(t) = α F̄ (t)

F (t) , a stąd Ḡ (t) = αF̄ (t)
1−(1−α)F̄ (t)
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Rodzina rozkładów z parametrem nachylenia α (Marshall i
Olkin (1997))

G =

{
Gα : Ḡα(t) =

αF̄ (t)
1− ᾱF̄ (t)

; t ∈ R, α > 0, ᾱ = 1− α
}

Ḡα = F̄ , gdy α = 1.

gα(t) = αf (t)
(1−ᾱF̄ (t))2

, t ∈ R,

gαG−1α (t) = 1
α(1− t + tα)2fF−1

(
tα

1−t+tα

)
, t ∈ (0, 1).
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Uporządkowania dyspersyjne oraz wypukłe w rodzinie G

Twierdzenie 1.

Niech fF−1(t) = c(1− t)p, t ∈ (0, 1). Wówczas:

(i) jeżeli 0 < α ¬ β <∞ i p  1, to Gα ¬disp Gβ;

(ii) jeżeli 0 < α < β <∞ i p > 2 lub 0 < β < α <∞ i p < 2,
to Gα ¬c Gβ.

Twierdzenie 2.

Niech fF−1(t) = c
[
ln
(
1
1−t

)]b
(1− t)p, t ∈ (0, 1).

(i) Jeżeli 0 < α < β <∞, p  2 oraz b > 0, to Gα ¬c Gβ.

(ii) Jeżeli 0 < α < β <∞, p  2, oraz b ∈ (0, 1), to Gα ¬disp Gβ.
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Fakt

Niech Fi - absolutnie ciągłe, takie że Fi (0) = 0,
Giα = 1− αF̄i (t)/[1− αF̄i (t)], i = 1, 2. Wówczas:

(i) jeżeli F1 ¬disp F2, to G1,α ¬disp G2,α;

(ii) jeżeli F1 ¬c F2, to G1,α ¬c G2,α.
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Twierdzenie 3.

Jeżeli 0 < α < β <∞, to Gα ¬lr Gβ.

Wniosek 1.

(i) Jeżeli 0 < α < 1, to Gα ¬lr F .

(ii) Jeżeli α > 1, to F ¬lr Gα.

Wniosek 2.

(i) Jeżeli 0 < α < β <∞, to Gα ¬hr Gβ oraz Gα ¬rh Gβ.

(ii) Jeżeli 0 < α < 1, to Gα ¬hr F oraz Gα ¬rh F .

(iii) Jeżeli α > 1, to F ¬hr Gα oraz F ¬rh Gα.
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Rozkład Gα jako rozkład ważony

Gα może być rozważany jako rozkład ważony rozkładu F z funkcją
wagową w(u) = 1/[1− ᾱF̄ (u)]2.
Funkcja w jest funkcją monotoniczną.

Wniosek 3.

Niech F1 i F2 będą absolutnie ciągłe oraz
Ḡi ,α(t) = αF̄i (t)/[1− αF̄i (t)], i = 1, 2. Wówczas
F1 ¬lr F2 ⇔ G1,α ¬lr G2,α.
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Kirmani i Gupta(2001) pokazali, że

(i) Jeżeli F jest IFR (DFR) oraz 1 < α <∞ ( 0 < α < 1 ), to
Gα jest IFR (DFR).

(ii) Jeżeli F jest IFRA (DFRA) oraz 1 < α <∞ ( 0 < α < 1), to
Gα jest IFRA (DFRA)

(iii) Jeżeli F jest NBU (NWU) oraz 1 < α <∞ ( 0 < α < 1), to
Gα jest NBU (NWU)

Niech F będzie absolutnie ciągłym rozkładem, takim że F (0) = 0.
Jeżeli F jest IRFR (DRFR) oraz 1 < α <∞ (0 < α < 1), to Gα
jest IRFR (DRFR).
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(i) Jeżeli 1 < α <∞ (0 < α < 1) oraz gα/F̄ jest malejąca
(rosnąca), to Gα jest DFR (IFR).

(ii) Jeżeli 1 < α <∞ (0 < α < 1) oraz gα/F jest malejąca
(rosnąca), to Gα jest DRFR (IRFR).

(iii) Jeżeli gα/F̄ jest malejąca, to Gα jest DRFR.

(iv) Jeżeli gα/F jest rosnąca, to Gα jest IFR.
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Znanym faktem jest, że

Jeśli F ¬hr G oraz F lub G jest DFR, to F ¬disp G .

Jeśli F ¬rh G oraz F lub G jest IRFR, to F ¬disp G .

A stąd

Wniosek 4.

(i) Jeżeli 0 < α < β < 1 oraz F jest DFR, to Gα ¬disp Gβ.

(ii) Jeżeli 1 < α < β <∞ oraz F jest IRFR, to Gβ ¬disp Gα.
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Przykład 1. Niech f (t) = 3(1− t)2, wówczas
fF−1(t) = 3(1− t)2/3, a stąd

gαG−1α (t) =
3
α

(1− t + αt)
4
3 (1− t)

2
3 .

Niech α = 3, β = 2, wówczas funkcja ϕ(t) =
g2G
−1
2

g3G
−1
3

= 3
2

(
1+t
1+2t

)4/3
jest malejąca, a stąd G3 ¬c G2, natomiast ϕ(0.25) = 1.17, a
ϕ(0.8) = 0.91, czyli nie ma uporządkowania dyspersyjnego w
rodzinie rozkładów G.
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Przykład 2.
Niech F̄ (t) = exp{−(λt)β}, t  0, β > 1. Ponieważ β > 1, więc
F jest IFR. Gdy 1 < α <∞, Gα jest IFR.
Niech teraz 0 < α < 1. Wówczas
rα(t) = λββtβ−1/(1− ᾱ exp{−λt}β) jest rosnąca dla
początkowych i końcowych wartości t, natomiast może istnieć
przedział, w którym jest malejąca, stąd Gα nie jest IFR ani DFR.

Przykład 3.
Niech F̄ (t) = exp{−et+θ}. F jest IFR. Niech 0 < α < 1. Wówczas
ogon rozkładu z rodziny G jest postaci
Ḡα(t) = α exp{−et+θ}/(1− ᾱ exp{et+θ}), a stąd
rα(t) = [exp{t − θ}]/[1− ᾱ exp{et−θ}] jest rosnąca dla każdego t,
zatem Gα jest IFR.
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rα(t) = [exp{t − θ}]/[1− ᾱ exp{et−θ}] jest rosnąca dla każdego t,
zatem Gα jest IFR.

Magdalena Frąszczak Własności porządkowe w modelu proporcjonalnych szans


	Wprowadzenie
	Oznaczenia
	Porzadki stochastyczne
	Klasy rozkładów czasu zycia

	Model proporcjonalnych szans
	Uporzadkowania stochastyczne w rodzinie G
	Zachowanie klas rozkładów czasu zycia

	Literatura

