Poréwnanie btedu predykcji dla réznych metod estymacji

wspétczynnikow w modelu liniowym,
scenariusz p bliskie lub wieksze od n
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Plan prezentacji:
© Motywacja;

© Btad predykcji a rézne metody estymacji wspdtczynnikéw w modelu
liniowym;

© Co nam daje wyjscie poza liniowy predyktor;
© Komitet predyktoréw i bootstrapowy estymator btedu predykcji;

© Podsumowanie.
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Motywacja cja wspétczynnikéw w modelu liniowym predyktorem liniowym itet predyktoréw

0000

Podsumowanie

Motywacja

Przeprowadzono badania mikromacierzowe na szeroka skale.

Rozwazmy badanie, ktérego celem jest umozliwienie predykcji wartosci
hodowlanej osobnikéw, np. mlecznosci bydta.

Dla 2000 osobnikéw wyznaczono ich warto$¢ hodowlang (zmienna objasniana
Y) oraz zebrano informacje o genotypach w p = 1800 pozycjach (zmienne
objasniajace X).

Zaktadamy, ze zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi objasniajacymi a zmienna
objasniana mozna opisa¢ modelem liniowym, tz.
Y =XB+e¢,

gdzie € ~ N(0,0?). Nie znamy ani 8, ani ¢°.

Cel: Na podstawie zebranych danych poproszono nas o zbudowanie ,,mozliwie
dobrego” predyktora f(x, X, Y) wartosci hodowlanej.
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Motywacja

0e00

Podejscie | - estymujemy wszystkie efekty w modelu

Zbudujmy predyktor w oparciu o model liniowy tz.

F(x,X,Y) = XA.

Wspétczynniki 5 wyznaczmy korzystajac z estymatoréw BLUE dla modelu
liniowego, czyli ‘

B/m — (XTX)—XTY,
gdzie A oznacza uogdlniona odwrotnosé Moore-Penrose’a macierzy A.
Jak wiadomo tak wyznaczone wspétczynniki minimalizuja btad dopasowania

RSS = (Y — XB"™T(Y — X5™).

Nas jednak interesuje btad predykgji!
Mozna go réznie definiowaé. My przyjmiemy nastepujaca definicje

PE(X,Y,F(.) = D (6B = F0xi, X, Y))* = [I1XB = XB"||.

x;€X
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Motywacja ja wspétczynnikéw w modelu liniowym edyktorem liniowym itet predyktoréw Podsumowanie

[e]e] o]

Podejscie | - estymujemy wszystkie efekty w modelu

Symulacyjnie sprawdzimy jak dla rozwazanych parametréw (p=1800, n=2000)
zachowuje sie btad predykcji dla predyktora opartego o model liniowy
f/m(X X Y) X,Blm

Do poréwnania, jako referencyjny predyktor zastosujemy predyktor bgdqcy
zwykta érednig arytmetyczng (tzw. model zerowy) 7™ (x, X, Y) =

Schemat symulacji:

Wykonujac N = 1000 powtdrzen losujemy macierze X (kolumny losujemy
niezaleznie) i badamy rozkfad rzeczywistego btedu predykcji PE w zaleznosci
od stosunku szumu do sygnatu.

Szumem okredlamy E[e"¢] a sygnatem E[(XB)7(XB)] (macierz X jest
generowana losowo, [ jest nieznane ustalone). Wspétczynnik sygnatu do szumu

wyznaczany jest jako
E[(XB)T(XB)]

s/n= EleTe]
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Motywacja
[eJe]e] ]

Podejscie | - estymujemy wszystkie efekty w modelu, wyniki

signalinoise = 9.4 signalinoise = 1.6 signalinoise = 0.83 signalinoise = 0.48 signalinoise = 0.27
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sredni blad predykcji

Jak widzimy im wigkszy udziat szumu tym gorsze wtasciwosci predykcyjne
predyktora liniowego (to zachowanie intuicyjne).

Jednoczesnie z zaskoczeniem obserwujemy, ze dla duzego szumu btad predykcji
dla modelu liniowego przewyzsza btad predykcji dla naiwnego predyktora -
$redniej!!!

Czyzby dla niskiego sygnatu najlepszym predyktorem byta zwykta $rednia
z obserwacji?
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Estymacja wspéfczynnikéw w modelu liniowym
[ Jele]e)

Podsumowanie

Podejscie Il - estymujemy efekty w ,,optymalnym” modelu

Estymacja wszystkich efektéw w tak duzym modelu oczwiscie niesie ze sobg
problemy. Jak pamietamy

B~ N(B, (XTX)0?).

Wiec dla macierzy X7 X bliskiej osobliwej wariancje ff,("" sg bardzo duze. Stad
prawdopodobnie problemy, ktére zaobserwowali$my.

Dlatego tez czesto do predykcji wykorzystuje sie model tylko z wybranymi
kolumnami X odpowiadajacymi najbardziej istotnie réznym od zera wartosciom
B (w rzeczywistosci wszystkie 3 sa rézne od 0).

Zbudujemy predyktor oparty na modelu liniowym, ale z podzbiorem tych
kolumn macierzy X, ktére wybierze kryterium AIC lub BIC.

Predyktorem opartym o kryterium AIC jest
FAC(x, X, V) = XBYC,

gdzie [e s3 wspotczynnikami wyestymowanymi w modelu wybranym przez
kryterium AIC. Podobnie konstruujemy predyktor ?AIC(X,X, Y).
Kryterium AIC jest uznawane za kryterium o dobrych wtasciwosciach
predykcyjnych!!!
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Estymacja wspéfczynnikéw w modelu liniowym
o] le]e)

Podejscie Il - estymujemy efekty w ,,optymalnym” modelu, wyniki

signalinoise = 9.4 signalinoise = 1.6 signalinoise = 0.83 signalinoise = 0.48 signalinoise = 0.27
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W rozpatrywanym scenariuszu, btad predykcji przy modelu wybranym
przez AIC lub BIC jest podobny do btedu predykcji petnego modelu.

Dla niskiego sygnatu btad predyktora opartego o kryterium AIC czy BIC
réwniez przekracza btad predykcji dla predyktora réwnemu $redniej!
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Estymacja wspéfczynnikéw w modelu liniowym predyktorem liniowym i predyktoréw Podsumowanie
[o]e] o) 6

Podejscie Il - regularyzujemy model

Kolejna préba zbudowania dobrego predyktora oparta bedzie o model
regularyzowany.

W sytuacji gdy p > n czestym rozwigzaniem jest regularyzacja modelu
prowadzaca do wprowadzenia obcigzenia, ktére jednak znacznie redukuje
wariancje estymatora B

Najprostsza i najstarsza technika regularyzacji modelu liniowego jest regresja
grzbietowa (réwnowazna dodaniu wartosci A do przekatnej macierzy XTX).
Réwniez dobre recenzje zbieraja jej réznorodne odmiany lub uogdlnienia, takie
jak regresja lasso czy ogdlniejsza rodzina: sieci elastyczne. Wszystkie te metody
s3 réwnowazne z minimalizacja btedu RSS z dodatkowa kara za wielko$¢
wspotczynnikdw B, przy czym wielko$¢ B moze by¢ mierzona w normie Ly, L;
lub mieszane;j.

Rozwazmy wiec trzy kolejne predyktory, odpowiadajace estymacji
wspotczynnikédw modelu liniowego z uzyciem metod: regresja grzbietow, lasso,
sieci elastyczne (o = 0.5).
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Estymacja wspéfczynnikéw w modelu liniowym predyktorem liniowym omitet predyktoréw odsumowanie
oooe 6

Podejscie Il - regularyzujemy model, wyniki

signal/noise = 9.4 signal/noise = 1.6 signalinoise = 0.83 signalinoise = 0.48 signalinoise = 0.27
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W zaprezentowanym scenariuszu regularyzacja zmniejsza btad predykcji, jezeli
poréwnywaé go do zwyktej regresji liniowej w modelu petnym.

Znacznie dtuzej (nwet dla s/n=0.8) udaje si¢ otrzymaé wyniki niegorsze niz
predyktor oparty na samej Sredniej.

Niestety dla matych wartosci s/n nawet regularyzowany model liniowy nie daje
zadowalajacych wynikéw. Btad predykgji jest wiekszy niz btad predykcji dla
samej Sredniej.
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Poza predyktorem liniowym
@0

Podejsce IV - szukamy predyktoréw poza modelem liniowym

Rozwazmy predykor oparty o metode k-sasiadéw. Bedziemy usrednia¢ Y nie po
wszystkich obserwacjach, ale po k najblizszych obserwacjach.

Wartosé ?(x, X, Y) wyznaczmy zgodnie z nastepujacych schematem:
© Znajdujemy k punktéw ze zbioru X, ktérych odlegtos¢ d(x, X;) jest
najmniejsza. Jezeli x jest z X to usuwamy go, by ,nie pomagac”.
Oznaczmy zbiér tych k-najblizszych sasiadéw przez X'.

@ Woyznaczmy predyktor jako $rednia warto$¢ zmiennej Y dla obserwacji ze
zbioru X’

F(x, X, Y)) Z Yi.
iX;ex’
© Odlegtos¢ d(x, y) mozemy wybra¢ dowolnie, wybierzmy wazong odlegtosé
euklidesowa. Za wagi wybierzmy wartosci wspétczynnikéw .
Podsumowujac

P
d(x, %) = | D 1Bl (x — Xi)?.
j=1
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cja wspétczynnikéw w modelu liniowym Poza predyktorem liniowym itet predyktoréw Podsumowanie
oe O O
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Predyktor oparty o metode k-sasiadéw pozwala na uzyskanie btedu predykcji
niegorszego niz predyktor referencyjny (sama srednia) dla matych wartosci
signal/noise, a dla $rednich wartosci s/n znacznie lepszego niz pozostate
metody.

Dla duzych wartosci s/n ta metoda radzi sobie jednak Zle.

Btedy predykcji nawet jezeli s3 mniejsze od btedu predykcji samej éredniej to i
tak sa wysokie. Jak sie jednak okaze, dla okreslonych § i ,skorelowanych”
kolumn X btad predykcji metody k-sasiadéw jest kilkukrotnie mniejszy od btedu
predykcji metody referencyjne;j.
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) wspétczynnikéw w modelu liniowym predyktorem liniowym Komitet predyktoréw Podsumowanie
O [ leJe]e] O

Komitet predyktoréw

Zauwazylismy, ze dla réznych wartosci stosunku sygnatu do szumu, oraz
réznych parametréw modelu inna metoda konstrukcji predyktora charakteryzuje
sie najmniejszym bedem predykcji. Naturalnym pomystem jest préba uzycia
predyktora wybranego z komitetu predyktoréw jako najlepszego dla zadanej
macierzy X i Y. Jak wybiera¢?

Do wyboru kondydata wykorzystamy metode bootstrapu parametrycznego do
oceny btedu predykcji. Schemat tej metody mozna opisa¢ nastepujaco:
@ Wyznaczamy B korzystajac z dowolnej metody estymacji (oznaczmy
B = B),
© Generujemy B = 100 replikacji zbioru danych, kazda replikacja
generowana jest z modelu Y * = X3’ + ¢, gdzie ¢* ~ N(0, 5?),
© Dla wszystkich B replikacji wyznaczamy predyktor kazda z rozwazanych
metod oraz liczymy btad predkcji (dla zadanej macierzy X, ale w punkcie
B, ktéry niestety moze by¢ daleko od f),
@ Woybieramy metode o najmniejszym btedzie predykcji na prébach
bootstrapowych i uzywamy jej do wykonania predykcji na oryginalnej
probie.
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Komitet predyktoréw

0@00

Komitet predyktoréw, wyniki
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Predyktor oparty na komitecie omawianych predyktoréw i na bootstrapowym
estymatorze btedu predykcji ma poréwnywalny btad predykcji co lokalnie
najlepszy z rozwazanych predyktordéw.

Wiec, nawet jezeli btad predykgcji jest badany w punkcie 3’ a nie 3, to wciaz
moze by¢ z powodzeniem wykorzystywany do wyboru predyktora.
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Komitet predyktoréw
[e]e] ]o)

Co sie dzieje jezeli generowane sa skorelowane X

W omawianym scenariuszu warto$ci macierzy X losowane byty niezaleznie, a
wartosci wspdtczynnikéw 3 wszystkie byty réwne okreslonej wartosci réznej od
zera (prawdziwym modelem byt model petny).

Okazuje sig, ze zaréwno w sytuacji gdy w prawdziwym modelu coraz wiecej
wspotczynnikdw i jest réwna zero, jak i w sytuacji gdy kolumny generowane s3
z zadang korelacja, w obu przypadkach otrzymujemy podobny ranking ze
wzgledu na btad predykcji.

Jednak réznice pomiedzy najlepszym predyktorem a predyktorem liniowym

staja sie coraz wieksze, coraz czesciej najlepsze wyniki uzyskuje sie przy uzyciu
metody k-sasiadéw.
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predyktorem liniowym Komitet predyktoréw odsumowanie

[e]e]e] )

signalinoise = 9.4 signalinoise = 1.6 signalinoise = 0.83 signalinoise = 0.48 signalinoise = 0.27
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|

I+
HIH
-
F
P
[ S
vdge { +LI=4 -

iin

W badanym scenariuszu kolumny macierzy X sg skorelowane z macierza
kowariancji réwng p = 0.9 poza przekatna i 1 na przekatnej a wektor 8 w
prawdziwym modelu ma wiele wspétczynnikéw réwnych 0.

Analizujac wyniki obserwujemy znacznie lepsze zachowanie metody k-sasiadéw
dla matych wartosci s/n oraz bardzo dobre zachowanie metody opartej o
komitet predyktoréw dla rozwazanych wartosci s/n.
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cja wspétczynnikéw w modelu liniowym predyktorem liniowym itet predyktoréw Podsumowanie
O [ ]

Podsumowanie

Trzy najwazniejsze wnioski, ktére warto zabraé¢ do domu:

@ Jezeli stosunek sygnatu do szumu jest niski (co jest bardzo czeste np. dla
cech o stabym podtozu genetycznym takich jak: tatwos$¢ uzalezniania sie,
tatwos¢ tycia, ryzyko chordb typu schizofrenia itp), to predykcja z uzyciem
niepustego modelu liniowego moze dawa¢ gorsze wyniki niz predykcja
réwna $redniej z préby Y,

© Ta obserwacja zachowuje sie dla réznych metod generowania macierzy X,
oraz dla wielu réznych przebadanych wartosci wektora 3. Obserwacja ta
przenosi sie réwniez na przypadki gdy p > ni p >> n.

© Uzycie bootstrapowego estymatora btedu predykcji (dla danego X ale w
B’ zamiast w nieznanym f3) pozwala na skonstruowanie komitetu
predyktoréw o réwnie dobrych wtasciwosciach predykcyjnych co najlepszy
z elementéw komitetu.
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