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Woprowadzenie

X ~ F — zmienna losowa i jej rozktad;

f — gestos¢, gdy istnieje;

Sk — nosnik rozktadu F — przedziat;

F =1 — F - funkcja przezycia;

F~(u) = inf{x: F(x) > u}, u € (0,1) — funkcja kwantylowa
rozktadu F;

F~1(0), F71(1) — lewy i prawy konce nosnika Sf;

re(x) = f(x)/F(x) — intensywno$¢ awarii rozktadu F;

Fr(x) = f(x)/F(x) — odwrotna intensywnos¢ awarii rozktadu
F



Niech w : IR — IR" bedzie funkcja, dla ktérej

0 < E[w(X)] < o0,

Taka funkcje bedziemy nazywaé funkcja wagowa.
Definicja

Rozktad prawdopodobiernistwa o dystrybuancie

Fu(x) =

1 x 1 A
= EfweA] | wlw)dr(u) = ] | wF @)

nazywamy wazonym rozktadem zmiennej losowej X z funkcja

wagowa w.



Jesli istnieje gestos¢ f, to
w(x)f (x)
fu(X) = =~
Efw(X)]
jest gestoscig rozktadu F,.
Gdy F(0) =0 i w(x) = x, rozktad F,, nazywa sie obciazonym
dtugoscia (lub obciazonym rozmiarem) rozktadem zmiennej X

| 0znacza sie przez Fa jego gestos¢ przez f tzn.

Flx) = E(lx)/o udF(), x>0,
)A((X):xf(x) K> 0



Oznaczmy przez X, i X zmienne losowe o rozkladach F,, i F
odpowiednio: wazong wersje i obcigzona dtugoscia wersje

zmiennej losowej X, odpowiednio.



Rozktady wazone wprowadzit do statystyki R.A. Fisher.

Zastosowania statystyczne rozktadéw wazonych:
demografia, ekologia: Rao (1974, 1985), Patil i Rao (1977,
1978);

teoria niezawodnosci (zachowanie klas rozktadéw i
porzadkéw stochastycznych): Gupta i Keating (1986); Jain,
Singh i Bagai (1989), Belzunce, Navarro, Ruiz i del Aguila
(2004); Bartoszewicz i Skolimowska (2006); Btazej (2008);
Misra, Gupta i Dhariyal (2008).



Gtéwny wynik
Btazej (2008) udowodnit, ze
Fu(x) = F*(F(x)), (1.1)

gdzie

jest absolutnie ciagtym rozktadem na przedziale [0, 1].

W szczegélnosci, gdy w jest rosngca lewostronnie ciggta,

a gdy w jest malejaca lewoostronnie ciggta,

F*(u)=1—-Lw(1l— u),



gdzie Ly is krzywa Lorenza zmiennej losowej W = w(X)
(Bartoszewicz i Skolimowska, 2006).
Korzystajac z wyniku Btazeja (2008), otrzymujemy zaleznos¢

miedzy wazeniem a monotonicznymi przeksztatceniami.

Twierdzenie (1)
Niech w : IR — IRt bedzie funkcjag wagowa postaci

w(x) = ¢(v(x)), gdzie v jest scisle monotoniczna lewostronnie
ciagta, a ¢ dowolna funkcja. Wowczas X, = v71(V,)
lub réwnowaznie

v(Xu) =" Vg,

gdzie V = v(X), a V, jest wazona wersjg zmiennej V z

funkcja wagowa ¢.



Dowaod
Przypusémy, ze v jest rosnaca. Z (1.1) wynika, ze rozkfad F*
ma gestosc

) = ME0) _ oF(9))
W]~ Ew(X)]

Oznaczmy przez H rozkfad zmiennej V. Jest jasne, ze
H(x) = F(v~Y(x)). Niech Hs bedzie wazonym rozkfadem
zmiennej V' z funkcja wagowa ¢. Zatem z (1.1) mamy

Hy(x) = H*(H(x)) = H*(F(v"(x))), (1.2)

gdzie H* jest absolutnie ciagtym rozkfadem na [0,1] z
gestoscia



SV
E[W(X)] _f( )7 S [Ovl]a

czyli F* = H*. Zatem z (1.2) otrzymujemy
P{vH(Ve) < x} = P{V, < v(x)} =
Hy(v(x)) = H*(F(x)) = F*(F(x)) = P{Xw < x},

tzn. X, =" v1(Vy).

Dowdd przebiega podobnie, gdy v jest malejaca.



W szczegélnosci z Twierdzenia (1) wynika, ze dla
monotonicznej lewostronnie ciagtej w i obcigzonej dtugoscia

wersji % zmiennej losowej W mamy:
Xy = wH(W).

Widzimy, ze operacja wazenia zmiennej X moze by¢ dokonana
w trzech krokach: najpierw przeksztatcamy X przy pomocy w,
nastepnie przeksztatcong zmienna losowa ,,obciagzamy
dtugoscia”, a w koncu na obcigzona dtugoscia zmienng
dziatamy przeksztatceniem odwrotnym w~!. Przypomina to
mechanizm czesto spotykany w matematyce, np. operacje z

zastosowaniem transformat catkowych Laplace'a czy Fouriera.



Zastosowania: witasnosci rozktadu gamma

Przypomnienie

Niech S¢ bedzie przedziatem.

Rozktad F jest IFR (lub DFR), gdy log F jest funkcja wklesta
(lub wypukta) na Se.

Rozktad F o nosniku Sg = [a, b], —o0 < a < b < o0, jest
IRFR (ang. increasing reversed failure rate), gdy log F jest
funkcja wypukfa na Sg.

Rozktad F jest DRFR (ang. decreasing reversed failure rate),
gdy log F jest funkcja wklesta na Sk.

Wiadomo, ze

DFR Cc DRFR [ IRFR C IFR.



tatwo udowodni¢ nastepujacy lemat.

Lemat (1)

Jezeli rozktad F zmiennej losowej X jest IFR (DFR), a v jest
rosnaca wklesta (wypukta) funkcja na Sg, to v(X) ma rozktad
IFR (DFR).



Rozpatrzmy zmienng losowa Z o rozktadzie gamma z

parametrem skali 1 i parametrem ksztattu p > 0 o gestosci

—X

xP~le
r(p) ~

Wiadomo dobrze, ze rozktad gamma jest DFR, gdy 0 < p < 1
i IFR, gdy p > 1.

f(x.p) =



Whiosek

Jezeli zmienna losowa Z ma rozkfad gamma z parametrem
ksztattu p > 1 i a € (0, 1], to rozktad zmiennej losowej Z*
Jest IFR.

Jezeli zmienna losowa Z ma rozktad gamma z parametrem

ksztattu p € (0,1] i « € [1,00), to rozktad zmiennej losowej
Z“ jest DFR.



Rozszerzymy ten wynik wykorzystujac Twierdzenie (1), a takze

natepujacy lemat (Bartoszewicz i Skolimowska, 2006).

Lemat (2)
Niech F bedzie absolutnie ciagtym rozktadem i w niech bedzie

monotoniczng lewostronnie ciaggta funkcja wagowa.

(a) Jesli w(x) jest rosnaca i w(x)re(x) jest malejaca, to F,,
Jjest DFR.

(b) Jesli w(x) jest malejaca i w(x)rg(x) jest rosnaca, to F,
Jest IFR.

(c) Jesli w(x) jest rosnaca i w(x)Fe(x) jest malejaca, to F,
Jjest DRFR.

(d) Jesli w(x)re(x) jest malejaca, to F,, jest DRFR.



Nietrudno zauwazy¢, ze zmienna losowa Z o rozktadzie
gamma z parametrem ksztattu p jest wazona wersja zmiennej
losowej X o rozktadzie wyktadniczym o gestosci g(x) = e™*,

x > 0, z funkcja wagowa xP~1.

Z drugiej strony, XY « > 0, ma rozktad Weibulla z

parametrem ksztattu o, o gestoéci ax® te™".

Rozktad Weibulla jest DFR, gdy 0 < e < 1, a IFR, gdy o > 1.



Kfadac v(x) = x1/ i ¢(v) = v*P~1), z Twierdzenia (1), z
Lematu (2) i ww wtasnosci rozktadéw gamma i Weibulla,
otrzymujemy:

Twierdzenie (2)

Niech Z bedzie zmienng losowa o rozkfadzie gamma z
parametrem ksztattu p > 0 i parametrem skali 1

(a) Jesli 0<a<l i 0<a(p—1)<1-a, torozktad
zmiennej losowej ZY/* jest DFR.

(b) Jesli 1< a<oo i 1< ap< q, torozktad zmiennej
losowej Z/* jest IFR.

(c) Jesli  a(p—1) <0 < «, to rozktad zmiennej losowej
Z'/ jest DRFR.

(d) Jesli  a(p—1) < 0 < «, to rozktad zmiennej losowej

Z Y jest DRFR.



Przedstawione wyniki oraz inne rezultaty dotyczace
zastosowania Twierdzenia (1) do badania zachowania
porzadkéw stochastycznych przez operacje wazenia znajduja

sie w pracy:

Bartoszewicz, J., 2009, On a representation of weighted
distributions. Statistics and Probability Letters 79, 1690-1694.
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